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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Представленная диссертация явля­
ется исследовательской работой в области качественной теории дифференци­
альных уравнений, лежащей на стыке теории устойчивости и теории колеба­
ний.

Теория устойчивости неразрывно связана с характеристическими показате­
лями Ляпунова решений дифференциальных систем, а также с введенными
позже показателями Перрона, Боля, Винограда, Миллионщикова и Изобо­
ва, характеризующими различные аспекты поведения решений на бесконеч­
ности. Исследованию свойств этих показателей посвящены труды многих ма­
тематиков, среди которых следует выделить Р.Э. Винограда, Д.М. Гробмана,
Б.Ф. Былова, В.М. Миллионщикова, Н.А. Изобова, И.Н. Сергеева, А.В. Ильи­
на, Е.А. Барабанова, А.С. Фурсова, А.Н. Ветохина и В.В. Быкова. Полные на
момент публикации библиографические обзоры по данной тематике представ­
лены, в частности, в работах1, 2 и монографиях3, 4.

Для всестороннего описания реальных физических процессов недостаточно
знать лишь асимптотику роста решений — существенную роль играют также
их колебательные (осцилляционные) свойства. Корни теории колебаний ухо­
дят к классическим трудам Ж. Штурма и А. Кнезера, заложившим основы
качественного анализа осцилляции решений дифференциальных уравнений.
Развитие научного направления, связанного с колеблемостью, осуществлялось
благодаря исследованиям целой плеяды математиков, включая В.А. Кондра­
тьева, И.Т. Кигурадзе, Т.А. Чантурия, А.Ю. Левина, Н.А. Изобова, В.А. Козло­
ва, И.В. Каменева, Дж.Д. Мирзова, И.В. Асташову, С.А. Кащенко, С.Д. Глызи­
на. Обширные библиографические списки по данной проблематике приведены,
в частности, в обзоре5 и монографии6. Основное внимание в указанных ра­
ботах уделялось вопросам существования колеблющихся решений изучаемого
уравнения, полному описанию множества таких решений, а также выявлению
эффективных условий (в первую очередь — на коэффициенты уравнения),
характеризующих осцилляционные поведения.

1Изобов Н.А. Линейные системы обыкновенных дифференциальных уравнений // Итоги науки и техни­

ки. Матем. анализ. 1974. Т. 12. С. 71–146.
2Изобов Н.А. Исследования в Беларуси по теории характеристических показателей Ляпунова и ее при­

ложениям // Дифференц. уравнения. 1993. Т. 29, №12. С. 2034–2055.
3 Былов Б.Ф., Виноград Р.Э., Гробман Д.М., Немыцкий В.В. Теория показателей Ляпунова и ее прило­

жения к вопросам устойчивости. М.: Наука, 1966. 576 с.
4Изобов Н.А. Введение в теорию показателей Ляпунова. Мн.: БГУ, 2006. 320 с.
5Кигурадзе И.Т.,Чантурия Т.А. Асимптотические свойства решений неавтономных обыкновенных диф­

ференциальных уравнений. М.: Наука, 1990. 430 с.
6Асташова И.В. Качественные свойства решений дифференциальных уравнений и смежные вопросы

спектрального анализа / И.В. Асташова и др.; под ред. И.В. Асташовой М.: ЮНИТИ–ДАНА, 2012.
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В последние годы интерес к таким свойствам решений линейных неста­
ционарных систем, как ограниченность, устойчивость и колеблемость, значи­
тельно возрос в связи с прикладными задачами, связанными с анализом ав­
токолебательных и хаотических режимов в электронных, лазерных и других
нелинейных устройствах. В этом контексте особенно актуальной становится
проблема построения аналогов ляпуновских показателей, адекватно характе­
ризующих колебательную динамику решений дифференциальных систем.

В работе изучены следующие ляпуновские показатели колеблемости и
блуждаемости: нижние (верхние) сильные показатели колеблемости строгих
знаков, нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкорней; нижние (верхние) сла­
бые показатели колеблемости строгих знаков, нестрогих знаков, нулей, корней
и гиперкорней; нижний (верхний) сильный показатель блуждаемости; нижний
(верхний) слабый показатель блуждаемости.

Показатели колеблемости и блуждаемости. И.Н. Сергеевым были
введены и изучены показатели колеблемости и блуждаемости решений линей­
ных однородных дифференциальных систем, которые явились весьма эффек­
тивным средством для изучения колебательных свойств7, 8, 9.

Сильные и слабые показатели колеблемости ранее назывались полными и
векторными частотами, а сильные и слабые показатели блуждаемости — по­
казателями блуждаемости и блуждания10, 11, 12. Эти показатели имеют схожее
строение: сначала определяется некоторый функционал от двух аргументов:
решения и правого конца отрезка времени (его левый конец совпадает с ну­
лем), а затем к этому функционалу применяются в разном порядке оператор
усреднения по времени и оператор взятия нижней грани. В частности, под­
счет показателей колеблемости нулей происходит путем усреднения числа ну­
лей проекции ненулевого решения дифференциальной системы на какую-либо
прямую, причем эта прямая выбирается так, чтобы полученное среднее значе­
ние оказалось минимальным: если указанная минимизация производится перед
усреднением, то получается слабый показатель колеблемости, а если после —

7 Сергеев И.Н. Полный набор соотношений между показателями колеблемости, вращаемости и блуж­

даемости решений дифференциальных систем // Изв. Ин-та матем. и инфор. УдГУ. 2015. Вып. 2 (46).

С. 171–183.
8 Сергеев И.Н. Показатели колеблемости, вращаемости и блуждаемости решений дифференциальных

систем //Матем. заметки. 2016. Т. 99, № 5. С. 732–751.
9 Сергеев И.Н. О показателях колеблемости, вращаемости и блуждаемости дифференциальных систем,

задающих повороты плоскости// Вест. Моск. ун-та. Сер. 1. Матем. Механ. 2019. № 1. С. 21–26.
10 Сергеев И.Н. Колеблемость и блуждаемость решений дифференциального уравнения второго поряд­

ка// Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Матем. Механ. 2011. № 6. С. 21–26.
11 Сергеев И.Н. Характеристики колеблемости и блуждаемости решений линейной дифференциальной

системы // Изв. РАН. Сер. матем. 2012. Т. 76, №1. С. 149–172.
12 Сергеев И.Н. Замечательное совпадение характеристик колеблемости и блуждаемости решений диф­

ференциальных систем // Матем. сборник. 2013. Т. 204, № 1. C. 119-138.
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то сильный показатель колеблемости.

Скорость блуждания ненулевого решения дифференциальной системы —
средняя по времени скорость, с которой движется центральная проекция ре­
шения на единичную сферу. А сильные и слабые показатели блуждаемости
— это скорость блуждания решения, но минимизированная по всем системам
координат, причем в случае слабого показателя блуждаемости минимизация
производится в каждый момент времени. Следовательно, сильные и слабые
показатели блуждаемости учитывают только ту информацию о решении, ко­
торая не гасится линейными преобразованиями: так, они учитывают обороты
решения вокруг нуля, но не учитывают его локального вращения вокруг ка­
кого-либо другого вектора11 .

Дальнейшее развитие этой тематики связано с именами В.В. Быкова13,
А.Х. Сташа14, 15, Е.А. Барабанова и А.С. Войделевича16, 17, А.Ю. Горицко­
го18, М.В. Смоленцева19, Д.С. Бурлакова20, М.Д. Лысака21, В.В. Миценко22,
Е.М. Шишлянникова23, 24, А.Е. Артисевич25 и другие. В работах этих авто­
ров найдены возможные спектры (множества значений на всех ненулевых
решениях) указанных характеристик для различных типов уравнений и си­
стем, исследована устойчивость главных значений показателей колеблемости и
блуждаемости относительно равномерно малых и бесконечно малых возмуще­

13 Быков В.В. О бэровской классификации частот Сергеева нулей и корней решений линейных диффе­

ренциальных уравнений // Дифференц. уравнения. 2016. Т. 52, № 4. С. 419–425.
14 Сташ А.Х. О разрывности крайних показателей колеблемости на множестве линейных однородных

дифференциальных систем // Дифференц. уравнения и процессы управления. 2023. № 1. С. 78–109.
15 Сташ А.Х. О бесконечных спектрах показателей колеблемости линейных дифференциальных уравне­

ний третьего порядка // Известия вузов. Математика. 2024. № 4. С. 47–66.
16 Барабанов Е.А., Войделевич А.С. К теории частот Сергеева нулей, знаков и корней решений линейных

дифференциальных уравнений. I //Дифференц. уравнения. 2016. Т. 52, № 10. С. 1302–1320.
17 Барабанов Е.А., Войделевич А.С. Cпектры верхних частот Сергеева нулей и знаков линейных диффе­

ренциальных уравнений //Доклады НАН Беларуси. 2016. Т. 60, № 1. С. 24–31.
18 Горицкий А.Ю., Фисенко Т.Н. Характеристические частоты нулей суммы двух гармонических колеба­

ний // Дифференц. уравнения. 2012. Т. 48, № 4. С. 479–486.
19 Смоленцев М.В. Пример периодического дифференциального уравнения третьего порядка, спектр ча­

стот которого содержит отрезок // Дифференц. уравнения. 2014. Т. 50, № 10. С. 1413–1417.
20 Бурлаков Д.С., Цой С.В. Совпадение полной и векторной частот решений линейной автономной систе­

мы// Тр. сем. им. И. Г. Петровского. 2014. Вып. 30. С. 75–93.
21 Лысак М.Д. Спектры скорости и показателя блуждания для линейных дифференциальных систем

специального вида // Дифференц. уравнения. 2016. Т. 52, № 4. C. 539–544.
22 Миценко В.В. Спектр верхнего показателя блуждаемости решений двумерных треугольных дифферен­

циальных систем // Дифференц. уравнения. 2014. Т. 50, № 10. С. 1347–1352.
23 Шишлянников Е.М. Двумерные дифференциальные системы с произвольными конечными спектрами

показателя блуждаемости // Вестн. Моск. ун-та Сер. 1. Матем. Механ. 2017. № 5. С. 14–21.
24 Шишлянников Е.М. Существование двумерной ограниченной системы с континуальными и совпадаю­

щими спектрами частот и показателей блуждаемости // Матем. сборник. 2018. Т. 209, № 12. С. 149–164.
25 Артисевич А.Е. О подвижности главных значений показателей колеблемости линейных дифференци­

альных уравнений при бесконечно малых возмущениях // Тр. Ин-та матем. и механ. УрО РАН. 2025. Т. 31,

№ 4. С. 26–38.
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ний, а также установлены различные соотношения между рассматриваемыми
показателями.

Подчеркнем, что показатель Ляпунова

𝜒(𝑥) ≡ lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln |𝑥(𝑡)|,

задает для роста нормы решения 𝑥 точную экспоненциальную оценку сверху,
а в случае автономной линейной системы совпадает с действительной частью
одного из собственных значений ее матрицы3 . Поэтому показатели Ляпунова
могут рассматриваться для систем с переменными коэффициентами как анало­
ги вещественных частей собственных значений. Аналогами же мнимых частей
собственных значений для линейных дифференциальных систем являются
показатели колеблемости и блуждаемости11 , 20 , 26. Следовательно, введением
этих показателей, характеризующих в определенном смысле асимптотические
свойства решений на бесконечности, достигается естественная и необходимая
полнота рассмотрения линейных дифференциальных систем16 .

Степень разработанности темы исследования. Все показатели колеб­
лемости и блуждаемости любого нетривиального решения любого линейного
однородного дифференциального уравнения первого порядка по определению
равны нулю.

1. На множестве решений линейных однородных автономных дифференци­
альных систем показатели Ляпунова и Перрона совпадают: их общий спектр
фиксированной системы состоит из множества действительных частей соб­
ственных значений матрицы системы3 .

Спектры показателей колеблемости и блуждаемости линейных однородных
дифференциальных систем с постоянными коэффициентами были полностью
изучены:

– спектры всех показателей блуждаемости и сильных показателей колебле­
мости нулей (как и набор их главных значений) любой автономной системы
совпадают с множеством модулей мнимых частей собственных значений мат­
рицы системы11 ;

– сильные и слабые показатели колеблемости нулей любого решения авто­
номной системы совпадают между собой20 ;

– на множестве ненулевых решений автономных систем все показатели ко­
леблемости нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкорней совпадают между
собой26 ;

26 Сташ А.Х. Свойства показателей колеблемости решений линейных автономных дифференциальных

систем // Вестн. Удмур. ун-та. Матем. Механ. Комп. науки. 2019. Т. 29, вып. 4. С. 558–568.
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– спектры всех показателей колеблемости строгих знаков автономных си­
стем зависят от собственных значений матрицы системы и могут состоять не
более чем из двух различных значений26 .

Из доказательств результатов работ11 , 20 , 26 следует, что все спектры по­
казателей колеблемости и блуждаемости содержат только одно существенное
значение (т. е. это значение принимается на решениях, начальные значения
которых имеют положительную меру Лебега): для показателей колеблемости
строгих знаков это ноль, а для остальных показателей — наименьшее среди
модулей мнимых частей собственных значений матрицы системы.

Множество различных значений показателя Ляпунова на множестве нетри­
виальных решений любой фиксированной 𝑛 -мерной линейной однородной диф­
ференциальной системы состоит не более чем из 𝑛 чисел3 .

Конечные спектры показателей колеблемости и блуждаемости отдельных
классов неавтономных линейных однородных дифференциальных систем с
непрерывными на неотрицательной полуоси коэффициентами достаточно раз­
нообразны:

– спектры всех характеристик колеблемости и показателей блуждаемости
двумерных систем, отвечающих уравнениям второго порядка, состоят из одно­
го неотрицательного числа10 , 11 ;

– для любого ненулевого решения любой линейной однородной треугольной
дифференциальной системы все показатели колеблемости равны нулю27;

– спектры всех слабых и нижнего сильного показателя блуждаемости дву­
мерной треугольной дифференциальной системы состоят только из одного ну­
левого значения, в то время как верхний сильный показатель блуждаемости
некоторого нетривиального решения такой системы может принимать положи­
тельное значение22 ;

– доказано существование двумерной линейной системы с периодическими
коэффициентами, спектры всех показателей колеблемости которой содержат
любое наперед заданное конечное число существенных значений28;

– для любого конечного множества неотрицательных чисел, содержаще­
го нуль, существует двумерная линейная однородная дифференциальная си­
стема (периодическая, если эти числа попарно соизмеримы), у которой спек­
тры показателей блуждаемости являются существенными и совпадают с этим
множеством23 .

В связи с этим возникает естественный вопрос о возможной реализации

27 Сташ А.Х. Спектры показателей колеблемости и вращаемости решений однородных дифференциаль­

ных систем// Владикав. матем. журнал. 2023. Т. 25, вып. 2. С. 136–143.
28 Сташ А.Х. О существенных значениях показателей колеблемости решений линейной однородной дву­

мерной дифференциальной системы // Тр. Ин-та матем. и механ. УрО РАН. 2023. Т. 29, № 2. С. 157–171.
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произвольных конечных существенных спектров всех показателей колебле­
мости двумерной линейной однородной ограниченной дифференциальной си­
стемы.

Полный ответ на этот вопрос приводится ниже (см. теорему 2.1).

2. Теперь приведем небольшой обзор бесконечных спектров некоторых
асимптотических характеристик нестационарных линейных однородных диф­
ференциальных систем:

– спектр показателя Перрона линейной системы может заполнять любой
наперед заданный отрезок числовой прямой29;

– вопросы существования и отсутствия существенных значений показателя
Перрона линейной системы обсуждались в работах30, 31, 32;

– для любого 𝑛 ⩾ 2 существует 𝑛 -мерная система с континуальными
спектрами показателей колеблемости33;

– существует двумерная система, на каждом решении которой все пока­
затели колеблемости и блуждаемости равны, а их общий спектр заполняет
невырожденный отрезок24 ;

– установлено существование линейной двумерной дифференциальной си­
стемы, спектры показателей колеблемости которой содержат счетные су­
щественные (и метрически, и топологически) множества неотрицательной
полуоси28 ;

– для любого замкнутого ограниченного счетного множества неотрицатель­
ных рациональных чисел с единственной нулевой предельной точкой, построе­
на двумерная линейная ограниченная система, у которой спектр показателей
блуждаемости совпадает с этим множеством, причем все значения существен­
ны34.

Заметим, что в случае континуальных спектров рассмотренных асимптоти­
ческих характеристик принципиально невозможно добиться того, чтобы сразу
все его значения оказались существенными. В связи с этим возникает есте­
ственный вопрос о возможной реализации некоторого класса счетных суще­
ственных значений какого-либо показателя колеблемости.

29 Барабанов Е.А. Структура множества нижних показателей Перрона линейной дифференциальной си­

стемы // Дифференц. уравнения. 1986. Т. 22, № 11. С. 1843–1853.
30 Гаргянц А.Г. О метрической типичности старшего показателя Перрона на ршениях линейной системы

с медленно растущими коэффициентами // Дифференц. уравнения. 2018. Т. 54, № 8. С. 1011–1017.
31 Гаргянц А.Г. О существовании линейной дифференциальной системы с заданными показателями Пер­

рона // Изв. РАН. Сер. матем. 2019. Т. 83, № 2. С. 21–39.
32 Изобов Н.А. О мере множества решений линейной системы с наибольшим нижним показателем // Диф­

ференц. уравнения. 1988. Т. 24, № 12. С. 2168–2170.
33 Сташ А.Х. О континуальных спектрах показателей колеблемости линейных однородных дифференци­

альных систем // Вест. рос. ун-тов. Матем. 2023. Т. 28, № 141. С. 60–67.
34 Шишлянников Е.М. Свойства ляпуновских показателей колеблемости и блуждаемости решений диф­

ференциальных систем: дис.. . . к.ф.м.н.: 01.01.02. Моск. гос. ун-т. Москва. 2019. 79 с.
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Положительный ответ на этот вопрос дается ниже (см. теорему 2.2).

3. В работах35, 36, 37 были проведены исследования свойств спектров колебле­
мости, блуждаемости и вращаемости по первому приближению. В частности,
было показано, что одноэлементные спектры линейных показателей блужда­
емости двумерной нелинейной системы и системы ее первого приближения
могут быть совершенно произвольными: модуль разности этих чисел может
меняться от нуля до бесконечности36 .

Известно, что имеет место эффект смены знака характеристических пока­
зателей Ляпунова при переходе от нелинейной системы к системе ее линей­
ного приближения38, 39. В работах40, 41 были построены нелинейные системы,
которые еще дополнительно обладали бесконечными спектрами показателей
Ляпунова.

В работе42 построен неожиданный пример линейной двумерной системы
с точечным спектром каждого из показателей колеблемости — такой, что
у специальной возмущенной нелинейной двумерной системы сразу все пере­
численные показатели имеют произвольный наперед заданный конечный или
счетный спектр, состоящий из рациональных чисел единичного отрезка, или
даже континуальный спектр, содержащий весь этот отрезок.

В связи с последним результатом возникает естественный вопрос о возмож­
ности перенесения этих свойств и на показатели блуждаемости.

Положительный ответ на этот вопрос дается ниже (см. теоремы 3.1 и 3.2).

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы являет­
ся реализация произвольных конечных спектров и некоторого класса счетных
спектров ляпуновских показателей колеблемости на пространстве линейных
однородных дифференциальных систем с непрерывными ограниченными на
неотрицательной полуоси коэффициентами, а также реализация бесконечных

35 Сергеев И.Н. Определение показателей колеблемости, вращаемости и блуждаемости нелинейных диф­

ференциальных систем // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Математика. Механика. 2021. № 3. С. 41–46.
36 Сергеев И.Н. Исследование показателей колеблемости, вращаемости и блуждаемости по первому при­

ближению // Дифференц. уравнения. 2023. Т. 59, № 6. С. 726–734.
37 Сташ А.Х. Сравнение спектров показателей колеблемости нелинейной системы и системы первого

приближения // Дифференц. уравнения. 2023. Т. 59, № 8. С. 1139–1142.
38 Perron O. Die Stabilitätsfrage bei Differentialgleichungen // Math. Zeitschr. 1930. Bd. 32, Hf. 1. S. 703–728.
39 Леонов Г.А. Об одной модификации контрпримера Перрона// Дифференц. уравнения. 2003. Т. 39,

№ 11. C. 1566—1567.
40 Изобов Н.А., Ильин А.В. Эффект Перрона бесконечной смены значений характеристических показате­

лей в любой окрестности начала координат// Дифференц. уравнения. 2015. Т. 51, № 11. С. 1420–1432.
41 Изобов Н.А., Ильин А.В. Континуальный вариант эффекта Перрона смены значений характеристиче­

ских показателей // Дифференц. уравнения. 2017. Т. 53, № 11. С. 1427–1439.
42 Сташ А.Х. О спектрах показателей колеблемости двумерной нелинейной системы и системы ее первого

приближения // Дифференц. уравнения. 2025. Т. 61, № 2. С. 207–220.
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спектров ляпуновских показателей блуждаемости нелинейных систем по за­
данному их линейному приближению.

В работе решены следующие задачи:

– для любого конечного множества неотрицательных чисел, содержащего
ноль, построить такую двумерную линейную однородную дифференциальную
систему, у которой спектры всех показателей колеблемости совпадают с этим
множеством и каждое значение из этого спектра является существенным;

– для некоторого класса счетных множеств построить такую двумерную
линейную однородную дифференциальную систему, у которой спектры всех
показателей колеблемости совпадают с этим множеством и каждое значение
из этого множества является существенным;

– показать возможность изменения мощности спектра всех показателей
блуждаемости при переходе от двумерной нелинейной системы к системе ее
первого приближения.

Объектом исследования являются пространства линейных однородных
дифференциальных систем с непрерывными ограниченными на временно́й по­
луоси коэффициентами, а также нелинейные дифференциальные системы с
заданными линейными приближениями.

Предметом исследования являются свойства ляпуновских показателей ко­
леблемости решений линейных систем, а также свойства показателей блужда­
емости решений нелинейных систем.

Методология и методы исследования. При доказательстве утвержде­
ний в диссертации широко используются аналитические методы качественной
теории дифференциальных уравнений, математического анализа, линейной ал­
гебры, а также теории равномерно распределенных последовательностей.

Научная новизна. В диссертации доказаны следующие основные утвер­
ждения:

– для любого конечного множества неотрицательных рациональных чисел,
содержащего ноль, построена двумерная линейная однородная периодическая
дифференциальная система, у которой каждый из спектров всех показателей
колеблемости совпадает с этим множеством, причем все значения существен­
ны;

– для любого конечного множества неотрицательных чисел, содержащего
ноль, построена двумерная линейная однородная дифференциальная система,
у которой каждый из спектров всех показателей колеблемости совпадает с
этим множеством, причем все значения существенны;

– для любого замкнутого ограниченного счетного множества положитель­
ных попарно соизмеримых чисел с единственной нулевой предельной точкой,
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построена двумерная линейная однородная дифференциальная система, у ко­
торой каждый из спектров всех показателей колеблемости совпадает с этим
множеством, причем все значения существенны;

– установлена возможность изменения мощности спектра всех показате­
лей блуждаемости линейной двумерной системы при нелинейных возмущениях
сколь угодно высокого порядка малости в окрестности начала координат.

Положения, выносимые на защиту.
Реализация произвольных, содержащих ноль, конечных существенных

спектров всех показателей колеблемости двумерных линейных однородных
дифференциальных систем.

Реализация любого замкнутого ограниченного счетного множества поло­
жительных попарно соизмеримых чисел с единственной нулевой предельной
точкой в качестве существенного спектра каждого показателя колеблемости
двумерной линейной однородной дифференциальной системы.

Доказательство возможности изменения мощности спектра всех показате­
лей блуждаемости при переходе от двумерной нелинейной системы к системе
ее первого приближения.

Теоретическая и практическая ценность. Работа имеет преимуще­
ственно теоретическое значение. Полученные результаты могут быть полез­
ны специалистам по качественной теории дифференциальных уравнений, а
также специалистам по теории управления при исследовании переключаемых
систем. Текст диссертации может составить содержание специального курса
для студентов математических и инженерных специальностей.

Степень достоверности. Достоверность полученных соискателем резуль­
татов подтверждена строгими математическими выкладками и доказатель­
ствами, апробацией на конференциях и семинарах, а также публикациями в
рецензируемых научных журналах.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации и отдель­
ные её части докладывались и обсуждались на следующих всероссийских и
международных научных конференциях:

– Конференция математических центров России (Майкоп, 10–15 октября
2023 г.; Санкт-Петербург, 6–11 августа 2024 г.; Красноярск, 11–16 августа
2025 г.);

– Всероссийская конференция «Дифференциальные игры, теория управле­
ния и оптимизация» (Челябинск, 19-21 мая 2025);

– Международная Воронежская весенняя математическая школа «Совре­
менные методы теории краевых задач. Понтрягинские чтения – XXXV», (Во­
ронеж, 26–30 апреля 2024 г.);
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– XVII Международная Казанская школа-конференция «Теория функций,
ее приложения и смежные вопросы» (Казань, 23–28 августа 2025 г.);

– Международная научная конференция «Современные методы и пробле­
мы теории операторов и гармонического анализа и их приложения – 2025
(OTHA-2025)» (Ростов-на-Дону, 24–29 августа 2025 г.);

– Международная научная конференция «Осенние математические чтения
в Адыгее» (Майкоп, 13–17 октября 2021 г., 9–13 октября 2025 г.).

Содержащиеся в диссертации результаты докладывались автором на сле­
дующих научных семинарах:

– Семинар по качественной теории дифференциальных уравнений на ме­
ханико-математическом факультете МГУ имени М.В. Ломоносова (22 апреля
2022 г., 14 апреля 2023 г., 15 марта 2024 г., 25 апреля 2025 г.);

– Научно-исследовательский семинар «Динамические системы и теория
управления» в Адыгейском государственном университете (Майкоп, 24 сен­
тября 2025 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации изложены в 14 научных
работах, из которых 5 изданы в научных журналах категорий К1 [1,2,4,5] и К2
[3] перечня рецензируемых научных изданий ВАК или приравненных к ним.
Работы [6–14] опубликованы в тезисах докладов конференций и семинаров.

Личный вклад автора. Все основные результаты диссертации получены
автором самостоятельно. Из опубликованных в соавторстве работ в диссерта­
цию включены только результаты автора. В работах, выполненных в соавтор­
стве c научным руководителем [1,2,4–14], А.Х. Сташу принадлежат постановки
задач и общая схема их исследования, формулировки и доказательства резуль­
татов принадлежат автору диссертации.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех глав, содержащих 11 разделов, заключения, списка литературы и при­
ложения. Полный объём диссертации составляет 100 страниц текста, список
литературы вместе с публикациями соискателя содержит 147 наименований.
В главах диссертации принята двойная нумерация формул, определений, за­
мечаний, лемм, утверждений и теорем.

Основное содержание работы

Во введении описывается предмет исследования, обосновывается актуаль­
ность темы диссертации и обсуждается степень разработанности рассматрива­
емых проблем. Определяются цели и задачи работы, а также формулируются
её основные результаты.

10



Первая глава носит, в основном, вспомогательный характер. В ней при­
ведены необходимые определения и доказаны некоторые свойства показателей
колеблемости и блуждаемости.

В разделе 1.1 даны определения ляпуновских показателей колеблемости и
приведены основные их свойства.

В разделе 1.2 доказано отсутствие свойства остаточности у всех сильных
показателей колеблемости нестрогих знаков, нулей и корней на множестве всех
решений всех линейных однородных трехмерных дифференциальных систем,
отвечающих уравнениям третьего порядка. Для этого построены две функции,
являющиеся решениями различных уравнений третьего порядка, совпадающие
на некоторой полуоси, но при этом имеющие разные сильные показатели ко­
леблемости.

В разделе 1.3 даны определения ляпуновских показателей блуждаемости и
приведены основные их свойства.

В разделе 1.4 приведены определения и основные свойства существенных
значений ляпуновских показателей линейных однородных дифференциальных
систем.

Основные результаты второй главы, выносимые на защиту, связаны с
утверждениями о возможных спектрах показателей колеблемости двумерных
линейных однородных дифференциальных систем с непрерывными ограничен­
ными на неотрицательной полуоси коэффициентами.

В разделе 2.1 представлен обзор близких результатов и сформулированы
основные результаты главы.

В разделе 2.2 установлено совпадение спектров каждого показателя блуж­
даемости взаимно-сопряженных двумерных систем дифференциальных урав­
нений с непрерывными коэффициентами. Для этого было установлено взаимно­
однозначное соответствие между ненулевыми решениями взаимно-сопряжен­
ных систем, ортогональными на всей неотрицательной полуоси.

В разделе 2.3 для любого конечного множества 𝑆 = {0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙} неотрица­
тельных чисел, содержащего нуль, построена двумерная линейная однородная
дифференциальная система (периодическая, если все элементы заданного мно­
жества попарно соизмеримы), у которой спектры показателей колеблемости
знаков, нулей, корней и гиперкорней совпадают с этим множеством, причем
все значения указанных показателей существенны. Для этого по заданному
набору 𝑆 сначала выбираем число 𝑇 , а для каждого числа 𝑎𝑖 , 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑙}
строим последовательность (𝜆𝑖(𝑘)))

+∞
𝑘=1 , состоящую из нулей и единиц. Далее

с помощью точек 𝑇𝑘 = (𝑘 − 1)𝑇 последовательности (𝑇𝑘)𝑘∈N разбиваем по­
луось на отрезки и каждому из них [𝑇𝑘, 𝑇𝑘+1] поставим в соответствие число
𝜆𝑖(𝑘) . После выбираем вектор-функцию 𝑢𝑖 ∈ 𝐶1

(︀
R+,R2

*
)︀
, осуществляющую
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на этом отрезке сначала поворот против часовой стрелки за время 𝑇/2 , а затем
поворот по часовой стрелке за это же время и с такой же скоростью (т.е. возвра­
щаясь назад, занимает исходное направление). Модуль каждого угла зависит
от соответствующего данному отрезку значения 𝜆𝑖(𝑘) : нулевому значению со­
ответствует поворот менее чем на 𝜋 , а единице — поворот более чем на 𝜋 . В
итоге удается подобрать вектор, на котором реализуется инфимум в определе­
ниях показателей колеблемости функции 𝑢𝑖 , и доказать, что все функции 𝑢𝑖 ,
𝑖 = 1, 𝑙 являются решением одной и той же линейной однородной двумерной
дифференциальной системы. При этом существенность полученного значения
𝑎𝑖 всех показателей колеблемости функции 𝑢𝑖 обеспечена тем, что все доста­
точно близкие в начальный момент времени к 𝑢𝑖(0) решения обладают такими
свойствами на указанных отрезках.

В разделе 2.4 доказано существование двумерной линейной ограниченной
системы, обладающей тем свойством, что ее спектры всех верхних и нижних,
сильных и слабых показателей колеблемости строгих и нестрогих знаков, ну­
лей, корней и гиперкорней совпадают с любым наперед заданным замкнутым
ограниченным счетным множеством положительных попарно соизмеримых чи­
сел с единственной нулевой предельной точкой. Более того, для любого нену­
левого решения построенной системы все показатели колеблемости совпадают
между собой, причем каждое их значение является метрически и топологи­
чески существенным. В этом случае проводятся аналогичные рассуждения,
но алгоритм построения значительно усложняется. Используя понятие разбие­
ния множества натуральных чисел Е.М.Шишлянникова, для последовательно­
сти (𝑎𝑘)𝑘∈N рациональных чисел, сходящейся к нулю, сначала строим систему
𝐴 ∈ ℳ2 , существенные спектры всех показателей колеблемости которой сов­
падают с множеством {𝑎𝑘 | 𝑘 ∈ N}∪ {0} . В конце убеждаемся, что при любом
𝑙 > 0 у системы 𝐵(𝑡) = 𝐴(𝑙𝑡)/𝑙 спектры показателей колеблемости совпадают
с множеством {𝑙 · 𝑎𝑘 | 𝑘 ∈ N} ∪ {0} .

В третьей главе проведено исследование спектров показателей блужда­
емости по первому приближению. Установлено отсутствие непосредственной
взаимосвязи между мощностями спектров показателей блуждаемости нелиней­
ной системы и системы ее первого приближения.

В разделе 3.1 приведены определения ляпуновских показателей колеблемо­
сти и блуждаемости нелинейных дифференциальных систем с непрерывными
на неотрицательной полуоси коэффициентами.

В разделе 3.2 представлен обзор литературы и сформулированы основные
результаты главы.

В разделе 3.3 построена двумерная нелинейная система, все нетривиальные
решения которой бесконечно продолжимы вправо и множество их показате­
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лей блуждаемости заполняет отрезок [0, 1] или совпадает с наперед заданным
непустым подмножеством рациональных чисел отрезка [0, 1] , а спектры ли­
нейной системы ее первого приближения состоят только из одного элемента.
Более того, спектры показателей блуждаемости сужения построенной нелиней­
ной двумерной системы на прямое произведение любой открытой окрестности
нуля фазовой плоскости и временной полуоси могут состоять из заданного ко­
личества элементов, или быть счётными, или даже достигать мощности конти­
нуума. Кроме того, доказано существование нелинейной системы, спектры всех
показателей блуждаемости которой совпадают с произвольным заранее задан­
ным интервалом отрезка [0, 1] , а соответствующие спектры линейной системы
её первого приближения также состоят из одного неотрицательного числа.

При изучении свойств решений по первому приближению принято пере­
ходить от нелинейной системы к системе ее первого приближения. В нашем
случае первичным объектом является линейная система, осуществляющая на
последовательно примыкающих друг к другу отрезках длины 𝜋 , начиная с
момента 𝑡 = 0 , повороты на знакочередующиеся углы 𝜋 , −𝜋 , 𝜋 , −𝜋 , . . .
со средней скоростью |𝑣| = 1 . За счет нелинейной добавки средняя скорость
на некоторых участках увеличивается или уменьшается. В итоге для каждого
решения 𝑥 нелинейной системы удается подобрать такое преобразование 𝐿 ,
на котором реализуется инфимум в определениях показателей блуждаемости.
На тех участках, где модуль угла поворота решения 𝑥 менее 𝜋 , модуль угла
поворота 𝐿𝑥 получается меньше любого наперед заданного положительного
числа. На участках, где модуль угла поворота решения 𝑥 более 𝜋 , модуль уг­
ла поворота 𝐿𝑥 получается сколь угодно близкой к 𝜋 . Это дает возможность
реализовать любое рациональное число в качестве значения всех показателей
блуждаемости решений, находящихся все время в некотором кольце. В слу­
чае континуальных спектров показателей блуждаемости нелинейной системы
дополнительно используются свойства равномерно распределенных последова­
тельностей.

В заключении приводятся итоги выполненного исследования, рекоменда­
ции по использованию полученных результатов и перспективы дальнейшего
развития темы.

В приложении приводится доказательство вспомогательного утвержде­
ния из текста кандидатской диссертации Е.М. Шишлянникова в связи с его
отсутствием в открытой печати.

Формулировки основных результатов. Для заданного 𝑛 ∈ N обозна­
чим через ℳ𝑛 множество линейных систем

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0, +∞),
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с непрерывными ограниченными оператор-функциями 𝐴 : R+ → EndR𝑛

(будем отождествлять их с соответствующими системами). Множество всех
ненулевых решений системы 𝐴 ∈ ℳ𝑛 обозначим через 𝒮*(𝐴) и положим

𝒮𝑛
ℳ ≡

⋃︁
𝐴∈ℳ𝑛

𝒮*(𝐴), R𝑛
* ≡ R𝑛 ∖ {0}.

Определение I11 , 12 . Для векторов 𝑚 ∈ R𝑛
* , 𝑥 ∈ 𝐶1 (R+,R𝑛

*) введем следу­
ющие обозначения для количеств специфических точек на промежутке (0, 𝑡] :

𝜈−(𝑥,𝑚, 𝑡) — число точек строгой смены знака скалярного произведения
⟨𝑥,𝑚⟩ , т. е. таких, что в любой окрестности каждой из них оно принимает как
положительные, так и отрицательные значения;

𝜈∼(𝑥,𝑚, 𝑡) — число точек строгой смены знака скалярного произведения
⟨𝑥,𝑚⟩ , т. е. таких, что в любой окрестности каждой из них оно принимает как
неположительные, так и неотрицательные значения;

𝜈0(𝑥,𝑚, 𝑡) — число нулей скалярного произведения ⟨𝑥,𝑚⟩ ;
𝜈+(𝑥,𝑚, 𝑡) — число корней функции ⟨𝑥,𝑚⟩ , т. е. ее нулей с учетом их крат­

ности;
𝜈*(𝑥,𝑚, 𝑡) — число гиперкратных корней функции ⟨𝑥,𝑚⟩ : при его подсчете

каждый ее некратный корень берется ровно один раз, а кратный — бесконечно
много раз.

Определение II11 , 43. Верхние (нижние) сильные и слабые показатели
колеблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней решения 𝑥 ∈ 𝐶1 (R+,R𝑛

*)
зададим при 𝛼 = −,∼, 0,+, * соответственно формулами

𝜈𝛼∙ (𝑥) ≡ inf
𝑚∈R𝑛

*
lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∙ (𝑥) ≡ inf

𝑚∈R𝑛
*
lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
,

𝜈𝛼∘ (𝑥) ≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∘ (𝑥) ≡ lim

𝑡→+∞
inf

𝑚∈R𝑛
*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
.

Определение III11 . Верхние (нижние) сильный и слабый показатели
блуждаемости решения 𝑥 ∈ 𝐶1 (R+,R𝑛

*) зададим соответственно формула­
ми

𝜌∙(𝑥) ≡ inf
𝐿∈AutR𝑛

lim
𝑡→+∞

1

𝑡
P(𝐿𝑥, 𝑡)

(︂
𝜌∙(𝑥) ≡ inf

𝐿∈AutR𝑛
lim

𝑡→+∞

1

𝑡
P(𝐿𝑥, 𝑡)

)︂
,

𝜌∘(𝑥) ≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝐿∈AutR𝑛

1

𝑡
P(𝐿𝑥, 𝑡)

(︂
𝜌∘(𝑥) ≡ lim

𝑡→+∞
inf

𝐿∈AutR𝑛

1

𝑡
P(𝐿𝑥, 𝑡)

)︂
,

43 Сергеев И.Н. Ляпуновские характеристики колеблемости, вращаемости и блуждаемости решений диф­

ференциальных систем // Тр. сем. им. И. Г. Петровского. 2016. Вып. 31. С. 177–219.
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где AutR𝑛 — множество всех невырожденных линейных операторов 𝐿 : R𝑛 →
R𝑛 и

P(𝐿𝑥, 𝑡) ≡
∫︁ 𝑡

0

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝜏
𝑒(𝐿𝑥, 𝜏)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏, 𝑒(𝐿𝑥, 𝜏) ≡ 𝐿𝑥(𝜏)

|𝐿𝑥(𝜏)|
.

Определение IV 43 . Для функции 𝑥 ∈ 𝐶1 (R+,R𝑛
*) условимся о следую­

щем:
1) если значение некоторого верхнего (с крышечкой) показателя колебле­

мости или блуждаемости совпадает со значением одноименного нижнего (с
галочкой) показателя, то будем называть это значение точным, записывая
его без галочки и без крышечки;

2) если значение некоторого слабого (с пустым кружочком) показателя ко­
леблемости или блуждаемости совпадает со значением одноименного сильного
(с полным кружочком) показателя, то будем называть это значение абсолют­
ным, записывая его без кружочков вообще.

Определение V44, 45. Множество всех значений показателя κ : 𝒮*(𝐴) →
R+ назовём спектром этого показателя системы 𝐴 ∈ ℳ𝑛, причем значение
𝑎 ∈ κ(𝒮*(𝐴)) назовем

1) метрически существенным, если подмножество

{𝑥(0) | 𝑥 ∈ 𝒮*(𝐴), κ(𝑥) = 𝑎} ⊂ R𝑛 (1)

имеет положительную меру Лебега;
2) топологически существенным, если подмножество (1) заполняет некото­

рое непустое открытое множество, возможно, с точностью до множества первой
категории Бэра, т.е. счетного объединения нигде не плотных подмножеств;

3) существенным, если оно является метрически и топологически суще­
ственным.

Через essκ(𝒮*(𝐴)) обозначим множество всех существенных значений по­
казателя κ системы 𝐴 и назовем его существенным спектром системы 𝐴 .

Возможность реализации конечных и счетных существенных спектров по­
казателей колеблемости двумерной дифференциальной системы демонстриру­
ют следующие две теоремы.

Теорема I (2.1). Для любого конечного множества 𝑆 неотрицательных
чисел, содержащего нуль, существует такая система 𝐴 ∈ ℳ2 (периодиче­
ская, если элементы множества 𝑆 попарно соизмеримы), что справедливы

44 Сергеев И.Н. Метрически типичные и существенные значения показателей линейных систем// Диф­

ференц. уравнения. 2011. Т. 47, № 11. С. 1661–1662.
45 Сергеев И.Н. Топологически типичные и существенные значения показателей линейных систем// Диф­

ференц. уравнения. 2012. Т. 48, № 11. С. 1567–1568.
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равенства
𝜈−(𝒮*(𝐴)) = ess 𝜈−(𝒮*(𝐴)) = 𝑆,

причем
𝜈−(𝑥) = 𝜈∼(𝑥) = 𝜈0(𝑥) = 𝜈+(𝑥) = 𝜈*(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒮*(𝐴).

Теорема II (2.2). Для любых 𝑙 > 0 и последовательности (𝑞𝑘)𝑘∈N по­
ложительных рациональных чисел, сходящейся к нулю, существует такая
двумерная система 𝐴 ∈ ℳ2 , что справедлива цепочка равенств

𝜈−(𝒮*(𝐴)) = ess 𝜈−(𝒮*(𝐴)) = {𝑙 · 𝑞𝑘 | 𝑘 ∈ N} ∪ {0},

причем
𝜈−(𝑥) = 𝜈∼(𝑥) = 𝜈0(𝑥) = 𝜈+(𝑥) = 𝜈*(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒮*(𝐴).

В евклидовой фазовой плоскости R2 рассмотрим дифференциальную, во­
обще говоря нелинейную, систему вида

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 0) = 0, 𝑓, 𝑓 ′
𝑥 ∈ 𝐶(R+ × R2),

|𝑓(𝑡, 𝑥)| ⩽ 𝑎𝑓(𝑡)|𝑥|+ 𝑏𝑓(𝑡), 𝑎𝑓 , 𝑏𝑓 ∈ 𝐶(R+),
(2)

допускающую нулевое решение, существование и единственность решений за­
дач Коши, определенных на R+ .

Определение VI. С системой (2) свяжем линейную систему её первого
приближения

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥 ≡ 𝑔(𝑡, 𝑥), 𝐴(𝑡) = 𝑓 ′
𝑥(𝑡, 0), (3)

при условии
sup
𝑡∈R+

|𝑓(𝑡, 𝑥)− 𝑔(𝑡, 𝑥)| = 𝑜(𝑥) при 𝑥 → 0.

Через 𝒮*(𝑓) будем обозначать множество всех непродолжаемых ненуле­
вых решений системы (2), а через 𝑥𝑓(·, 𝑥0) то из них, которое удовлетворяет
начальному условию 𝑥𝑓(0, 𝑥0) = 𝑥0.

Теорема III (3.1). Для любых заданных 𝑝 > 1 и непустого подмноже­
ства 𝑆 ⊂ [0, 1] ∩ Q существует нелинейная система вида (2) с линейным
приближением

𝑥̇ = 𝜁(𝑡)𝐼𝑥 ≡ 𝑔(𝑡, 𝑥), 𝜁(𝑡) ≡ 𝜋

2
sin 𝑡, 𝐼 ≡

(︂
0 −1
1 0

)︂
, (4)

удовлетворяющие условиям

sup
𝑡∈R+

|𝑓(𝑡, 𝑥)− 𝑔(𝑡, 𝑥)| ⩽ |𝑥|𝑝 при 𝑥 → 0, (5)
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𝜌(𝒮*(𝑔)) = {1}, 𝜌(𝒮*(𝑓)) = 𝑆 ∪ {1}, (6)

причем при любом 𝜀 > 0 выполнено равенство

{𝜌(𝑥𝑓(·, 𝑥0)) | 0 < |𝑥0| < 𝜀} = 𝜌(𝒮*(𝑓)).

Теорема IV (3.2). Для любого интервала 𝑆 = (𝑎, 𝑏) ⊂ [0, 1] или 𝑆 = [0, 1]
существует нелинейная система вида (2) с первым приближением (4), свя­
занные соотношениями (5), спектры показателей блуждаемости которых
обладают соответственно свойствами (6), причем при 𝑆 = [0, 1] для любого
𝜀 > 0 множество {𝜌(𝑥𝑓(·, 𝑥0)) | 0 < |𝑥0| < 𝜀} имеет мощность континуума.

Заключение

В диссертационной работе изучены возможные спектры показателей колеб­
лемости и блуждаемости двумерных дифференциальных систем с непрерыв­
ными и ограниченными на неотрицательной полуоси коэффициентами. В част­
ности, продемонстрирована возможность реализации произвольных конечных
существенных спектров всех показателей колеблемости двумерной линейной
однородной дифференциальной системы. Более того, в классе периодических
систем найдены такие, спектры которых состоят из сколь угодно большого ко­
нечного числа существенных значений. Интересным остается вопрос о конеч­
ности спектров показателей колеблемости двумерных линейных однородных
дифференциальных систем с периодическими коэффициентами.

Для определенного класса счетных множеств, доказано существование дву­
мерной линейной ограниченной дифференциальной системы, у которой спек­
тры всех показателей колеблемости совпадают с заданным множеством из это­
го класса, причем все значения существенны. Интересным остается вопрос о
возможной реализации произвольного счетного существенного спектра какого­
либо показателя колеблемости двумерной системы.

В работе продемонстрирована возможность изменения мощности спектров
показателей блуждаемости при переходе от двумерной нелинейной системы к
системе ее первого приближения. Этот результат показывает отсутствие непо­
средственной связи между мощностями спектров показателей блуждаемости
нелинейной системы и системы её первого приближения. В работе46 доказа­
но существование такой двумерной нелинейной дифференциальной системы
с линейным приближением, имеющим произвольно заданные отрицательные

46 Изобов Н.А., Ильин А.В. Построение произвольного суслинского множества положительных характе­

ристических показателей в эффекте Перрона // Дифференц. уравнения. 2019. Т. 55, № 4. С. 464–472.
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характеристические показатели Ляпунова, и нелинейностью произвольно за­
данного высшего порядка малости в окрестности начала координат, что все
её нетривиальные решения бесконечно продолжимы вправо и множество их
показателей Ляпунова совпадает с заданным ограниченным суслинским мно­
жеством положительной полуоси. Интересным остаётся вопрос о возможности
перенесения аналогичного свойства и на показатели блуждаемости.

Результаты диссертации носят теоретический характер. Они могут быть ис­
пользованы в исследованиях по асимптотической теории дифференциальных
систем, а также при чтении спецкурсов по дифференциальным уравнениям.
Дифференциальные системы с наперед заданными свойствами (спектрами по­
казателей колеблемости и блуждаемости) будут несомненно полезны специали­
стам по теории управления, занимающимся изучением переключаемых систем.
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