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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì òåðìèí ¾ïîëóêîëüöî¿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ îïðåäåëåíèåì Äæ. Ãîëàíà. Êàê óêàçàíî â åãî ìîíîãðàôèè [40],

âïåðâûå òåðìèí ïîëóêîëüöî ïîÿâèëñÿ â 1934 ã. â ñòàòüå Ã. Âàíäèâå-

ðà [49] ïðè èññëåäîâàíèè èäåàëîâ êîëüöà. Îäíàêî âïåðâûå èñïîëü-

çîâàíèå ïîëóêîëåö ìîæíî îáíàðóæèòü ó Ð. Äåäåêèíäà [35] (1884 ã.)

è Ä. Ãèëüáåðòà [42] (1899 ã.) ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ àêñèîìà-

òèêè ÷èñëîâûõ ñèñòåì.

Ïîëóêîëüöî îòëè÷àåòñÿ îò àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé

âîçìîæíî íåîáðàòèìîñòüþ àääèòèâíîé îïåðàöèè. Êðîìå êîëåö åùå

îäèí âàæíûé ïîäêëàññ êëàññà ïîëóêîëåö ñîñòàâëÿþò îãðàíè÷åí-

íûå äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè. Èìååòñÿ òàêæå ìíîãî ÷èñëîâûõ ïî-

ëóêîëåö, à ñàìîå åñòåñòâåííîå ïîëóêîëüöî îáðàçóåò ìíîæåñòâî öå-

ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ

è óìíîæåíèÿ. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì âîçíèêàþò ìàòðè÷íûå ïîëó-

êîëüöà, ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ,

ïîëóêîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ.

Íà÷àëüíûì ïåðèîäîì ñòàíîâëåíèÿ òåîðèè ïîëóêîëåö ìîæíî

ñ÷èòàòü 50�80 ãã. 20 âåêà. Â ýòî âðåìÿ ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò ïî-

ñâÿùåííûõ ïåðåíîñó êîëüöåâûõ è îáùåàëãåáðàè÷åñêèõ ïîíÿòèé íà

ïîëóêîëüöà (èäåàëû è èõ ðàçëè÷íûå âèäû, ãîìîìîðôèçìû, êîí-
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ãðóýíöèè è ò. ä.). Îòìåòèì íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, íà-

ïðèìåð, ïîëóêîëüöåâîé àíàëîã òåîðåìû Âåääåðáåðíà�Àðòèíà äëÿ

ïîëóïåðâè÷íûõ êîëåö, èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ðàäèêàëîâ ïîëó-

êîëåö. Â ðàìêàõ òåîðèè ïîëóêîëåö íà÷àëîñü èçó÷åíèå ïîëóïîëåé è

ïîëóòåë [20,51].

Ñ 90-õ ãã. èíòåðåñ ê ïîëóêîëüöàì çàìåòíî âûðîñ. Ýòîìó ñïî-

ñîáñòâîâàëî ïîÿâëåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷,

ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïîëóêîëüöà. Óêà-

æåì â ýòîì êîíòåêñòå ðàçâèòèå òåîðèè MV -àëãåáð è MV -ïîëóêî-

ëåö, èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ ìíîãîçíà÷íûìè ëîãèêà-

ìè. Ïðè èçó÷åíèè íå÷åòêîé ëîãèêè (ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, îáîáùà-

þùåãî êëàññè÷åñêóþ ëîãèêó è òåîðèþ ìíîæåñòâ) âîçíèêàþò ìíî-

ãî÷èñëåííûå ïîëóêîëüöà ïðè ðàññìîòðåíèè t-íîðì è t-êîíîðì �

àññîöèàòèâíûõ îïåðàöèé íà åäèíè÷íîì îòðåçêå.

Èçó÷åíèå ïîëóêîëåö ñ èäåìïîòåíòíûì ñëîæåíèåì ïðèâåëî ê

ðàçâèòèþ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. È â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîñûëêà-

ìè äëÿ ðàçâèòèÿ ñòàëè â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðèêëàäíûå çàäà÷è. Íà-

ïðèìåð, íåêîòîðûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè óäîáíåé ôîðìóëèðîâàòü â

òåðìèíàõ òðîïè÷åñêèõ ïîëóêîëåö. Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå òðî-

ïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè áûë âíåñåí øêîëîé àêàäåìèêà Â. Ï. Ìàñëî-

âà [12,18]. Ñîçäàííûå â ðåçóëüòàòå èäåìïîòåíòíûé àíàëèç è èäåì-

ïîòåíòíûé ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç èìåþò êðîìå ìíîãî÷èñëåííûõ

ïðèëîæåíèé è áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Àêòèâíî ðàçâèâà-

åòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòðè÷íàÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà íàä èäåì-

ïîòåíòíûìè ïîëóêîëüöàìè. Òàêæå ïîïóëÿðíîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ

ñòàíîâèòñÿ òðîïè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ [46].

Óêàæåì åùå íåñêîëüêî ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, â êîòîðûõ àêòèâ-

íî èñïîëüçóþòñÿ ïîëóêîëüöà: êîìïüþòåðíûå íàóêè, òåîðèÿ àâòî-

ìàòîâ, òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèÿ ãðàôîâ, êîìáèíà-
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òîðèêà, òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ.

Ê 90-ì ãîäàì òåîðèÿ ïîëóêîëåö îôîðìèëàñü â óñïåøíî ðàçâèâà-

þùèéñÿ ðàçäåë ìàòåìàòèêè. Íàêîïëåííûé ìàòåðèàë íàøåë îòðà-

æåíèå â ìîíîãðàôèè Ã. Âåéíåðòà è Ó. Õåáèøà [41]. Çíà÷èòåëüíûé

òîë÷îê ê ðàçâèòèþ òåîðèè ïîëóêîëåö äàëà ìîíîãðàôèÿ Ãîëàíà [39]

è åå äîïîëíåííûé âàðèàíò [40]. Ñêàæåì òàêæå î âàæíîé ðîëè îá-

çîðîâ ïî ïîëóêîëüöàì è èõ ïðèëîæåíèÿì Ê. Ãëàçåêà [37,38].

Êðîìå îòìå÷åííûõ âûøå, èìåþòñÿ íåñêîëüêî àêòèâíî ðàáîòàþ-

ùèõ â îáëàñòè òåîðèè ïîëóêîëåö ðîññèéñêèõ öåíòðîâ è/èëè ìàòå-

ìàòèêîâ. Îòìåòèì À. Ý. Ãóòåðìàíà è åãî ó÷åíèêà ß. Í. Øèòîâà,

âíåñøèõ ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå ëèíåéíîé àëãåáðû íàä

ïîëóêîëüöàìè [9,29].

Âîïðîñàìè ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîëóêîëåö è ïîëó-

ìîäóëåé íàä ïîëóêîëüöàìè çàíèìàåòñÿ Ñ. Í. Èëüèí [10,11].

Èññëåäîâàíèÿ Å. Ì. Âå÷òîìîâà è åãî ó÷åíèêîâ ïîñâÿùåíû â

ïåðâóþ î÷åðåäü ðåøåíèþ çàäà÷ ôóíêöèîíàëüíîé àëãåáðû � èìè

àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è

òåîðèÿ ïó÷êîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëóêîëåö è ïîëóìîäóëåé [3, 26].

Êðîìå ýòîé òåìàòèêè, èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû è âîïðîñàì îáùåé

òåîðèè ïîëóêîëåö: óêàæåì ðàçâèòèå òåîðèè ïîëóòåë, òåîðèè ðå-

øåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóêîëåö, ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíî èäåìïîòåíòíûõ ïîëóêîëåö. Èìååòñÿ çàìåòíûå

ïðîäâèæåíèÿ â èçó÷åíèè öèêëè÷åñêèõ ïîëóêîëåö è ïîëóêîëåö ñ

ìàëûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ [6]. Ñâåäåíèÿ î ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåå

âðåìÿ ðåçóëüòàòàõ â øêîëå Âå÷òîìîâà ìîæíî íàéòè â îáçîðíîé

ñòàòüå [8].

Êðàòêî îòìåòèì èñòîðè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè äëÿ èññëåäîâàíèé

ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîÿâëåíèå àëãåáð êîñûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ (è ðÿäîâ) ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Î. Îðå [47], êîòîðûé èññëåäî-
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âàë â 1930 ã. ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü F � òåëî, φ � ýí-

äîìîðôèçì F , δ � òàê íàçûâàåìîå φ-äèôôåðåíöèðîâàíèå (ò. å.

δ(a + b) = δ(a) + δ(b) è δ(ab) = δ(a)b + φ(a)δ(b) äëÿ âñåõ a, b ∈ F ).

Òîãäà íà ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ íàä F îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèå

x·a = φ(a)x+δ(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ F , ïîçâîëÿþùåå ââåñòè óìíîæå-

íèå íà F [x]. Âîçíèêàåò àññîöèàòèâíîå êîëüöî F [x, φ, δ] � ðàñøèðå-

íèå Îðå. Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå àëüòåðíàòèâíûå íàçâàíèÿ � êîëüöî

êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ èëè êîëüöî äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïåðâûé òåðìèí ÷àùå óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ

îáîçíà÷åíèÿ êîëüöà R[x, φ] (Ore extension of endomorphism type), à

âòîðîé � äëÿ êîëüöà R[x, δ]. Ïîäîáíûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ êîëüöî

êîñûõ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è êîëüöî êîñûõ ðÿäîâ Ëîðàíà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîíñòðóêöèÿ ñêðó÷åííîãî óìíîæåíèÿ

èñïîëüçîâàëàñü çíà÷èòåëüíî ðàíüøå (1899 ã.) â êíèãå Ä. Ãèëüáåð-

òà ¾Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè¿ [43]. Ãîâîðÿ ñîâðåìåííûì ÿçûêîì, áû-

ëî ïîñòðîåíî êîëüöî êîñûõ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà íàä ïîëåì

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ

òåëîì, è òåëà, ïîëó÷àåìûå ïîäîáíûì ïóòåì, íîñÿò íàçâàíèÿ òåë

Ãèëüáåðòà. Òåëà Ãèëüáåðòà ïîçâîëÿþò ïðèâåñòè ïðèìåð òåëà, áåñ-

êîíå÷íîìåðíîãî íàä ñâîèì öåíòðîì. Êîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

âõîäèëè â ñôåðó èíòåðåñîâ ìíîãèõ àâòîðîâ. Îòìåòèì èõ àêòèâíîå

èñïîëüçîâàíèå â ìîíîãðàôèÿõ Ä. Ìàêêîííåëà è Ä. Ðîáñîíà [45],

À.À. Òóãàíáàåâà [23], èíôîðìàöèþ îá àëãåáðàõ êîñûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ è ðÿäîâ ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ [1], [24].

Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì íàøåé äèññåðòàöèè îòíîñÿòñÿ èññëå-

äîâàíèÿ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëåö ìíîãî÷ëåíîâ. Êîíñòðóêöèÿ

ïèðñîâñêîãî ïó÷êà êîëåö ïîÿâèëàñü âïåðâûå â ñòàòüå Ð. Ñ. Ïèð-

ñà [48] â 1967 ã. è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëà ñåáÿ ïðè èçó÷åíèè ðàç-

ëè÷íûõ àëãåáð. Àíàëîãè ïèðñîâñêîãî ïó÷êà áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ðå-
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øåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ êîëåö [44], äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê [36],

ïîëóêîëåö [25], êîëåö è ïîëóêîëåö ñ èíâîëþöèåé [14, 21], drl-ïîëó-

êîëåö [28], ïîëóòåë [7]. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î õàðàêòåðèçàöèè êîëåö

ñâîéñòâàìè ïèðñîâñêèõ ñëîåâ áûëè óæå â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Ïèð-

ñà è ðåãóëÿðíî ïîÿâëÿëèñü â äàëüíåéøåì êàê äëÿ êîëåö, òàê è

äëÿ äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Îñîáî îòìåòèì âàæíûå ðàáî-

òû Â. Ä. Áåäæåñà è Â. Ñòåôåíñîíà [31,32], è ðåçóëüòàòû À. À. Òó-

ãàíáàåâà, îôîðìëåííûå â ìîíîãðàôèè [23]. Ïîäõîä Òóãàíáàåâà, íà

íàø âçãëÿä, îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ðàáîò ïðåäøåñòâåííèêîâ.

Èìåííî, èì ïîëó÷åíû ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè êîëåö

ñâîéñòâàìè ïèðñîâñêèõ ñëîåâ, ò. å. áåç ïðèâëå÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ

ñâîéñòâ íàêðûâàþùåãî èëè áàçèñíîãî ïðîñòðàíñòâ ïó÷êà.

Èññëåäîâàíèÿ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëåö âïåðâûå ïîÿâèëèñü

â ðàáîòàõ Ð. Â. Ìàðêîâà è Â. Â. ×åðìíûõ [15,17]. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ñâÿçàííûå ñ ïèðñîâñêèì ñëîÿìè ðåçóëüòàòû íàøåé äèññåðòàöèè

ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì èõ èññëåäîâàíèé.

Äàäèì ñåé÷àñ êðàòêóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàáîòû.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

êîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Â íàøåé äèññåðòàöèè îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå

ñâîéñòâ ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ, íàõîæäåíèå ñâÿçåé ìåæäó

ïîëóêîëüöàìè êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ïîëóêîëüöàìè èõ êîýôôèöè-

åíòîâ.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè,

ìåòîäû òåîðèè êîëåö, òåîðèè ïîëóêîëåö, òåîðèè ðåøåòîê, òåîðèè

ïó÷êîâûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå îá-

ùèå çàäà÷è.
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1) Äëÿ îïèñàíèÿ m-èäåàëîâ ïîëóêîëåö ìíîãî÷ëåíîâ è äàëüíåé-

øåãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå è èññëåäóåòñÿ êîí-

ñòðóêöèÿ φ-öåïåé êîýôôèöèåíòíûõ ìíîæåñòâ.

2) Íàõîæäåíèå íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëóêîëåö êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ.

3) Âûäåëåíèå ïîëóêîëåö (è ïîëóêîëåö ìíîãî÷ëåíîâ), êîòîðûå

äîïóñêàþò îïèñàíèå â òåðìèíàõ èõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ; ïîëó÷åíèå

õàðàêòåðèçàöèé òàêèõ ïîëóêîëåö.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 10

ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðåäìåòíîãî óêàçàòåëÿ, ñïèñêà ëèòåðà-

òóðû. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 107 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòå-

ðàòóðû ñîñòîèò èç 59 èñòî÷íèêîâ.

Äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû.

Â ãëàâå 1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè, êîòî-

ðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëóêîëåö êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ.

Â ïàðàãðàôå 1 îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ïîëóêîëüöà è ïîëóêîëüöà

êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ñ îïåðàöèÿìè

ñëîæåíèÿ+ è óìíîæåíèÿ ·, åñëè ⟨S,+⟩� êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóï-

ïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0, ⟨S, ·⟩ � ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì 1, 0 ̸= 1, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëî-

æåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí è 0a = 0 = a0 äëÿ ëþáîãî a ∈ S.

Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, φ � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ñî-

õðàíÿþùèé íóëü è åäèíèöó, R = S[x, φ] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x è ñ êîýôôèöèåíòàìè èç S, çàïèñûâàå-

ìûõ ñëåâà îò ñòåïåíåé x. Ñëîæåíèå + ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëÿåòñÿ

îáû÷íûì îáðàçîì, à óìíîæåíèå � èñõîäÿ èç ïðàâèëà xa = φ(a)x.



Ââåäåíèå 9

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî S[x, φ] ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé ëåâûé èëè ïðàâûé èäåàë ïîëóêîëüöà

R = S[x, φ]. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâà

Bi = {a ∈ S : axi � îäíî÷ëåí â íåêîòîðîì ìíîãî÷ëåíå f ∈ B}

êîýôôèöèåíòíûìè ìíîæåñòâàìè èäåàëà B.

Êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà ëåâîãî èäåàëà èç R ÿâëÿþòñÿ ëå-

âûìè èäåàëàìè ïîëóêîëüöà S.

Ë. Äýéë â [34] ââåë ïîíÿòèå ìîíè÷åñêîãî èäåàëà (monic ideal)

ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ S[x] íàä êîììóòàòèâíûì ïîëóêîëüöîì S

� èäåàëà, êîòîðûé âìåñòå ñ ëþáûì ìíîãî÷ëåíîì ñîäåðæèò êàæäûé

åãî îäíî÷ëåí; â íàøåé ðàáîòå èäåàë ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçâàí m-

èäåàëîì.

Ëåâûé èäåàë L ïîëóêîëüöà R íàçîâåì ëåâûì m-èäåàëîì, åñëè

èç òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f =
∑n

k=0 akx
k ïðèíàäëåæèò L ñëåäóåò,

÷òî akx
k ∈ L äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ïðàâûé m-èäåàë.

Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïèñàíèå ëåâûõ

m-èäåàëîâ. Ïóñòü φ � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Áóäåì íàçû-

âàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåâûõ èäåàëîâ L0, L1, . . . èç S ëåâîé φ-

öåïüþ, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî i âûïîë-

íÿåòñÿ φ(Li) ⊆ Li+1. Êàæäàÿ φ-öåïü {Li} çàäàåò ëåâûé m-èäåàë

L∗ = {f = a0 + . . . + aix
i + . . . + an ∈ R : ai ∈ Li}.

Âàæíûì îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î ñòðîåíèè ãëàâíûõ ëåâûõ m-èäå-

àëîâ è îñîáåííîñòÿõ ïîðîæäàþùèõ èõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòîìó ïîñâÿ-

ùåí ïàðàãðàô 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ðèê-

êàðòîâûì ñëåâà, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ S ëåâûé àííóëÿòîð annl(a)

ðàâåí Se äëÿ íåêîòîðîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S. Íàïîì-

íèì, ÷òî ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó, åñëè
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êàæäûé åãî êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì

ëåâûì èäåàëîì. Ýíäîìîðôèçì φ ïîëóêîëüöà S íàçûâàåòñÿ æåñò-

êèì, åñëè aφ(a) = 0 âëå÷åò a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ S.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëü-

öî Áåçó, φ � èíúåêòèâíûé æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S,

φ(d) � îáðàòèìûé â S ýëåìåíò äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ

d ∈ S, R = S[x, φ].

1) Åñëè äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 1 âûïîëíåíî

fi+1 ∈ annl(Sφ
i(f0) + Sφi−1(f1) + . . . + Sfi),

òî R(f0 + . . . + fkx
k) � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R.

2) Åñëè L � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë â R, òî íàéäåòñÿ òàêîé

ìíîãî÷ëåí f = f0 + . . . + fkx
k, ÷òî L = Rf è

fi+1 ∈ annl(Sφ
i(f0) + Sφi−1(f1) + . . . + Sfi)

äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k − 1.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ñòðîèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîçâî-

ëÿþùàÿ ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíòû îáðàçóþùåãî ìíîãî÷ëåíà. Íà åå

îñíîâå îïèñàí îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáðàçóþùåãî ìíîãî÷ëåíà

ãëàâíîãî ëåâîãî m-èäåàëà ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà S[x, φ], åñ-

ëè φ(e) = e äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà

(çàìå÷àíèå 2.2).

Â ïàðàãðàôå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

íàä ïîëóêîëüöàìè ñ äåëåíèåì è íàä í¼òåðîâûìè ïîëóêîëüöàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî ëåâîå êîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä òåëîì ÿâ-

ëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ. Â ïðèìåðå 3.1 ïîêàçàíî,

÷òî ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðàöèîíàëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè Q+[x] íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.
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Èñïîëüçîâàíèå m-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïî-

ëóòåëîì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè F � ïîëóêîëüöî ñ äåëåíèåì, φ � ýí-

äîìîðôèçì F , òî R = F [x, φ] � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ,

êàæäûé ëåâûé m-èäåàë êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Åñëè φ � àâ-

òîìîðôèçì, òî êàæäûé ïðàâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R = F [x, φ]

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðèâåäåí ïðèìåð ïîëóêîëüöà F [x, φ] íàä ïîëóïîëåì ñ èíúåê-

òèâíûì ýíäîìîðôèçìîì φ, ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûé

ïðàâûé m-èäåàë.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä í¼òåðî-

âûì ïîëóêîëüöîì S áóäåò í¼òåðîâûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà S

� í¼òåðîâî êîëüöî. Ïðèâëå÷åíèå m-èäåàëîâ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå (äëÿ ïîëóêîëüöà

êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ).

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü φ � àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Òîãäà

ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) S � í¼òåðîâî ñëåâà (ñïðàâà) ïîëóêîëüöî;

2) S[x, φ] íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé öåïè

ëåâûõ (ïðàâûõ) m-èäåàëîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëóêî-

ëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïàðàãðàô 4 ïîñâÿùåí èäåìïîòåíòàì ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ.

Â ïðåäëîæåíèÿõ 4.2.è 4.4 ïîëó÷åíà âàæíàÿ èíôîðìàöèÿ îá

èäåìïîòåíòàõ ïîëóêîëåö S è R = S[x, φ]. Âûÿñíÿåòñÿ, êîãäà èäåì-

ïîòåíòû ýòèõ ïîëóêîëåö öåíòðàëüíû, äîïîëíÿåìû, íàéäåíû óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà BS è BR âñåõ öåíòðàëü-

íûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëåö S è R.



Ââåäåíèå 12

Â ïàðàãðàôå 5 èññëåäóþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïîëóêîëüöà êî-

ñûõ ìíîãî÷ëåíîâ: êîììóòàòèâíîñòü, îòñóòñòâèå äåëèòåëåé íóëÿ è

íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, ðèêêàðòîâîñòü.

Ðàññìàòðèâàåìûå â §4 è §5 ïîëóêîëüöà äîïóñêàþò ïîõîæèå õà-
ðàêòåðèçàöèè. Èìåííî, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-

íèÿõ íà ýíäîìîðôèçì φ (èíúåêòèâíîñòü èëè æåñòêîñòü) ïîëóêîëü-

öî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ S[x, φ] óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óêàçàííûõ

ñâîéñòâ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðÿåò ïîëóêîëüöî S

(ïðåäëîæåíèÿ 4.3, 5.1�5.4). Äëÿ èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî óêàæåì

ôîðìóëèðîâêó ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Åñëè φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, R = S[x, φ], òî ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R � ðèêêàðòîâî ñïðàâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ;

2) R � ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ;

3) êàæäûé ìíîãî÷ëåí èç R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì öåíòðàëü-

íîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà, ëåæàùåãî â S, è íåäåëèòåëÿ íó-

ëÿ;

4) S � ðèêêàðòîâî ñïðàâà èëè ñëåâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ è φ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì.

Ïàðàãðàô 6 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ íàä ïîëóêîëüöîì Áåçó.

Îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [22, òåîðåìà 1]: åñëè A �

êîëüöî, â êîòîðîì êàæäûé ëåâûé àííóëÿòîðíûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ

èäåàëîì, òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ A[x] ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîëüöîì Áå-

çó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå êîëüöî

Áåçó, êàæäûé íåäåëèòåëü íóëÿ êîòîðîãî îáðàòèì â A. Äëÿ ïîëó-
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êîëåö îáû÷íûõ (íåêîñûõ) ìíîãî÷ëåíîâ ýòîò ðåçóëüòàò óæå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðíûì, õîòÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, R = S[x, φ], è âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ

èäåàëàìè. Åñëè R � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, òî S � ðèêêàðòîâî

ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, φ �æåñòêèé ýíäîìîðôèçì, φ(e) = e

äëÿ ëþáîãî e ∈ BS, ýëåìåíò φ(d) îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî íåäå-

ëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S.

Ïðèìåð 6.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ê òåîðåìå

6.2 íå âåðíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçàöèè ìû âíîâü èñïîëüçóåì

ñâîéñòâà m-èäåàëîâ.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè,

R = S[x, φ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

1) R � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è êàæäûé

êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë èç R ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;

2) S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, φ � æåñòêèé

ýíäîìîðôèçì, ýëåìåíò φ(d) îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî íåäåëèòåëÿ

íóëÿ d ∈ S;

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàâèñèìîñòåé

ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ è ñâîéñòâàìè ïîëóêîëüöà åãî êîýôôèöèåíòîâ â òåðìèíàõ ïèð-

ñîâñêèõ ïó÷êîâ. Èñïîëüçîâàíèå ïèðñîâñêèõ ïó÷êîâ ïîçâîëÿåò â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èòü õàðàêòåðèçàöèþ ïîëóêîëüöà S ÷åðåç

ñâîéñòâà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ýòîãî ïîëóêîëüöà, à òàêæå ÷åðåç ñâîé-

ñòâà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöè-

åíòàìè èç S. Îòìåòèì, ÷òî ïó÷êîâûå êîíñòðóêöèè â íàøèõ èññëå-

äîâàíèÿõ âûñòóïàþò òàêæå òîïîëîãî-àëãåáðàè÷åñêèì àïïàðàòîì,

ïîìîãàþùèì â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé.
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Â ïàðàãðàôå 7 èçëîæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ

ïðèìåíåíèÿ ïèðñîâñêèõ ïó÷êîâ ê èññëåäîâàíèþ ïîëóêîëåö êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ. Ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïèðñîâñêîãî ïó÷êà, ïèðñîâñêî-

ãî ñëîÿ, ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïó÷êà. Ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå íà-

÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ïó÷êîâ è ïðåäñòàâëåíèé.

Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë áóëåâà êîëüöà BS öåíòðàëü-

íûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëüöà S. Îòíîøåíèå

a ≡ b(αM) ⇔ ae = be äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS \M

ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà S, è ôàêòîðïîëóêîëüöî S/αM íàçûâà-

åòñÿ ïèðñîâñêèì ñëîåì.

Äàëåå â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ P ïîëóêîëåö, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ: ïîëóêîëüöî S ïðèíàäëåæèò P òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ïðèíàäëåæèò

P . Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå åñòåñòâåííûé èíúåêòèâíûé ýíäîìîð-

ôèçì φ̄ ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM , íà îñíîâå êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ïî-

ëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ (S/αM)[x, φ̄]. Äîêàçàííîå â ïðåäëî-

æåíèè 7.1 óòâåðæäåíèå

R ∈ P ⇔ (S/αM)[x, φ̄] ∈ P äëÿ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM

ïîçâîëÿåò âûäåëèòü öåëûé ðÿä ïîëóêîëåö, ïðèíàäëåæàùèõ P
(ïðåäëîæåíèå 7.2).

Îïèñàíû ïèðñîâñêèå ñëîè ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä

áóëåâûì ïîëóêîëüöîì è ðåãóëÿðíûì ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèì ïîëó-

êîëüöîì. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ

ëþáûõ a, b, c, d ∈ S âûïîëíÿåòñÿ bc = bd ⇔ cb = db. Ïîëóêîëüöî

S íàçûâàåòñÿ arp-ïîëóêîëüöîì, åñëè îíî ðåãóëÿðíî (äëÿ ëþáîãî

a ∈ S ðàçðåøèìî óðàâíåíèå axa = a), ïîëîæèòåëüíî (ýëåìåíò

a + 1 îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî a ∈ S), è àáåëåâî (êàæäûé åãî
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èäåìïîòåíò e öåíòðàëåí); arp-ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ áóëåâûì, åñ-

ëè êàæäûé åãî èäåìïîòåíò äîïîëíÿåì. Ïîëóêîëüöî, íå ñîäåðæàùåå

íåíóëåâûõ àääèòèâíî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ àíòèêîëü-

öîì.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS è R = S[x, φ]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè S � ðåãóëÿðíîå ñëàáî ñèììåòðè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, ëþ-

áîé èäåìïîòåíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì äîïîëíÿåìûì

èäåìïîòåíòîì, òî êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ, â êîòîðîì êàæäûé ëåâûé

m-èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;

2) åñëè S � áóëåâî ïîëóêîëüöî, òî êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé

ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ àíòèêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ, â êî-

òîðîì êàæäûé ëåâûé m-èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Â ïàðàãðàôå 8 ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ ðèêêàðòîâûõ ïî-

ëóêîëåö ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñíà÷àëà áû-

ëà ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ñòðîãî ðèêêàðòîâà ïîëóêîëüöà ÷åðåç

ïèðñîâñêèå ñëîè ýòîãî ïîëóêîëüöà (ïðåäëîæåíèå 8.1). Â ïðåäëîæå-

íèè 8.2 äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ

â ïîëóêîëüöå êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ëåâûõ (ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé è

ëåâûõ (ïðàâûõ) ñëàáûõ óðàâíèòåëåé. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ïîíàäîáÿò-

ñÿ íàì â äîêàçàòåëüñòâàõ äâóõ öåíòðàëüíûõ òåîðåì ýòîé ãëàâû, â

êîòîðûõ ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ñòðîãî ðèêêàðòîâà ïîëóêîëüöà

(òåîðåìà 8.1) è ðèêêàðòîâà ñëåâà èëè ñïðàâà ïîëóêîëüöà áåç íèëü-

ïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ (òåîðåìà 8.2), è îïèñàíû ïèðñîâñêèå ñëîè òà-

êèõ ïîëóêîëåö, à òàêæå ïèðñîâñêèå ñëîè ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ íàä íèìè.
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Ëåâûé èäåàë eql(a, b) = {s ∈ S : sa = sb} âñåõ ëåâûõ óðàâíèòå-

ëåé ýëåìåíòîâ a, b ∈ S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöåâûì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ

àííóëÿòîðà ýëåìåíòà. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ðèêêàðòî-

âûì, åñëè ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S èõ ëåâûé óðàâíèòåëü eql(a, b)

ïîðîæäàåòñÿ êàê ëåâûé èäåàë öåíòðàëüíûì äîïîëíÿåìûì èäåìïî-

òåíòîì èç S.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

1) R = S[x, φ] � ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî;

2) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç ëåâûõ (ðàâíîñèëüíî, ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé è eql(f, g)∩BR

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì êîëüöà BR äëÿ ëþáûõ f, g ∈ R;

3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

êîëüöîì áåç ëåâûõ (ðàâíîñèëüíî, ïðàâûõ) ñëàáûõ óðàâíèòåëåé è

eql(f, g) ∩ BR ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì êîëüöà BR äëÿ ëþáûõ

f, g ∈ R;

4) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç ëåâûõ (ðàâíîñèëüíî, ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé è eql(a, b)∩BS

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì êîëüöà BS äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S;

5) S � ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî.

Òîãäà 1) ⇔ 2), 3) ⇔ 4) ⇔ 5), 2) ⇒ 3). Åñëè S � àääèòèâíî ñîêðà-

òèìîå ïîëóêîëüöî (â ÷àñòíîñòè, êîëüöî), òî âñå ïÿòü óñëîâèé

ðàâíîñèëüíû.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:
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1) R = S[x, φ] � ðèêêàðòîâî ñëåâà èëè ñïðàâà ïîëóêîëüöî áåç

íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ;

2) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ è annl(f )∩BR ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì

êîëüöà BR äëÿ ëþáîãî f ∈ R;

3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ è annl(a)∩BS ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì

êîëüöà BS äëÿ ëþáîãî a ∈ S;

4) S � ðèêêàðòîâî ñëåâà èëè ñïðàâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Çàâåðøàåò ïàðàãðàô òåîðåìà 8.3, êîòîðàÿ äîïîëíÿåò òåîðåìó

6.3 î õàðàêòåðèçàöèè ðèêêàðòîâà ñëåâà ëåâîãî ïîëóêîëüöà Áåçó è

ñîäåðæèò îïèñàíèå ïèðñîâñêèõ ñëîåâ òàêîãî ïîëóêîëüöà.

Â ïàðàãðàôå 9 ââîäèòñÿ êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî, íàõîäÿòñÿ

åãî õàðàêòåðèçàöèè (ëåììà 9.1, ïðåäëîæåíèå 9.2) è õàðàêòåðèçàöèè

ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä íèì (ïðåäëîæåíèå 9.1, òåîðåìà

9.1). Ïîëóêîëüöî S íàçîâåì êâàçèáýðîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî èäåà-

ëà A èç S annl(A) = Se äëÿ íåêîòîðîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà

e ∈ S.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü S � φ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî è M � ïîë-

íûé èäåàë äëÿ ëþáîãî M ∈ MaxBS. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R = S[x, φ] � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî è äëÿ ëþáîãî ìàê-

ñèìàëüíîãî èäåàëà A èç S annl(A) ̸= 0;

2) S � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî è äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî

èäåàëà A èç S annl(A) ̸= 0;

3) S � áèðåãóëÿðíîå ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåí-

òîâ;

4) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ.
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Â ïàðàãðàôå 10 èññëåäóþòñÿ ïèðñîâñêèå ñëîè í¼òåðîâà ñëåâà ïî-

ëóêîëüöà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïèðñîâñêèå ñëîè í¼òåðîâà ñëåâà ïî-

ëóêîëüöà ÿâëÿþòñÿ í¼òåðîâûìè ñëåâà. Ïðèìåð 10.1 äåìîíñòðèðóåò,

÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Íî åñëè äîáàâèòü ê í¼òåðî-

âîñòè ïèðñîâñêèõ ñëî¼â äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå � êîíå÷íîñòü

ìíîæåñòâà öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëüöà

S, òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëóêîëüöî S áóäåò í¼òåðîâûì (ïðåäëîæåíèå

10.1). Íà îñíîâå ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ

í¼òåðîâà ïîëóêîëüöà S ÷åðåç ñâîéñòâà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëü-

öà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç S.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü φ � àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, φ(e) =

e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS, ìíîæåñòâî BS êîíå÷íî. Òîãäà ïîëóêîëüöî S

í¼òåðîâî ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé ïèðñîâ-

ñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R = S[x, φ] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà

âîçðàñòàþùèõ öåïåé ëåâûõ (ïðàâûõ) m-èäåàëîâ è ìíîæåñòâî öåí-

òðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ

ïîëóêîëüöà R êîíå÷íî.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 4 â ðå-

öåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà åæåãîäíûõ íàó÷-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ Âÿòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, íà

íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè è èíôîðìàòèêè è êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòè-

êè Âÿòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè àïðîáèðîâàíû íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåí-

öèè, ïîñâÿùåííîé 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîô. À. Ã. Êóðîøà

(Ìîñêâà, 2018 ã.); IV è V Âñåðîññèéñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñ

ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èí-

ôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ (ÑÃÓ èì. Ï. Ñîðîêèíà, Ñûêòûâêàð,
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2020, 2021 ãã.); Ìåæäóíàðîäíîé (53-åé Âñåðîññèéñêîé) ìîëîäåæ-

íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è åå

ïðèëîæåíèé¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2022 ã.).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâî-

äèòåëþ Âàñèëèþ Âëàäèìèðîâè÷ó ×åðìíûõ çà ïîääåðæêó, ïîìîùü

è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.



Ãëàâà 1

m-Èäåàëû ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Â ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè, êîòîðûå áó-

äóò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëóêîëåö êîñûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ. Èçó÷àþòñÿ m-èäåàëû ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ,

äëÿ ýòîãî îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà è φ-öåïè ïî-

ëóêîëüöà S. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ãëàâíûé

ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R = S[x, φ], ïîðîæäåííûé íåîäíî÷ëå-

íîì. Â òåðìèíàõ âîçðàñòàþùèõ öåïåé m-èäåàëîâ ïîëó÷åí àíàëîã

òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå äëÿ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

1. Êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà, φ-öåïè è

m-èäåàëû

Íèæå áóäóò îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê òåìå

èññëåäîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. [40] Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíî-

æåñòâî S ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ ·, åñëè ⟨S,+⟩ �
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êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0, ⟨S, ·⟩ �
ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1, 0 ̸= 1, óìíîæåíèå äèñòðè-

áóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí è 0a = 0 = a0 äëÿ

ëþáîãî a ∈ S.

Ïîëóêîëüöà îáðàçóþò øèðîêèé êëàññ, âêëþ÷àþùèé àññîöèàòèâ-

íûå êîëüöà ñ åäèíèöåé, îãðàíè÷åííûå äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, φ � ýíäîìîðôèçì

ïîëóêîëüöà S, ñîõðàíÿþùèé åäèíèöó, R = S[x, φ] � ìíîæåñòâî

âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x è ñ êîýôôèöèåíòàìè èç S, çà-

ïèñûâàåìûõ ñëåâà îò ñòåïåíåé x. Ñëîæåíèå + ìíîãî÷ëåíîâ îïðå-

äåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, à óìíîæåíèå � èñõîäÿ èç ïðàâèëà

xa = φ(a)x. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî S[x, φ] ÿâëÿåòñÿ

ïîëóêîëüöîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì êîñûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ.

Îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíü deg f ìíîãî÷ëåíà f ,

ñòàðøèé è ìëàäøèé êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà, ñâîáîäíûé êîýô-

ôèöèåíò. Ëåâûé, ïðàâûé è äâóñòîðîííèé èäåàëû ïîëóêîëüöà îïðå-

äåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ êîëåö. ßäðîì ýíäîìîðôèçìà φ ïîëó-

êîëüöà S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Kerφ âñåõ ýëåìåíòîâ èç S, èìåþ-

ùèõ íóëåâîé îáðàç. Îòìåòèì, ÷òî ÿäðà ãîìîìîðôèçìîâ ïîëóêîëåö

ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè, îäíàêî â îòëè÷èå îò êîëåö ÿäðî ãîìîìîðôèçìà

íå îïðåäåëÿåò ñàì ãîìîìîðôèçì, ò. å. ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷-

íûå ãîìîìîðôèçìû ïîëóêîëüöà ñ ñîâïàäàþùèìè ÿäðàìè. Â ÷àñò-

íîñòè, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ãîìîìîðôèçìû ñ íóëåâûì ÿäðîì,

ïðè÷åì îíè íå îáÿçàíû áûòü èíúåêòèâíûìè.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé ëåâûé èëè ïðàâûé èäåàë ïîëóêîëüöà

S[x, φ].
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâà

Bi = {a ∈ S : axi � îäíî÷ëåí â íåêîòîðîì ìíîãî÷ëåíå f ∈ B}

êîýôôèöèåíòíûìè ìíîæåñòâàìè èäåàëà B.

Â ïóíêòå 1 ëåììû 1.1 ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà

ëåâîãî èäåàëà B ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè èäåàëàìè ïîëóêîëüöà S, ïîýòî-

ìó â äàëüíåéøåì áóäåì èõ íàçûâàòü êîýôôèöèåíòíûìè ëåâûìè

èäåàëàìè ëåâîãî èäåàëà B.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü L � ëåâûé èäåàë ïîëóêîëüöà R = S[x, φ], è

Li � åãî êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåð-

æäåíèÿ:

1) ëþáîå Li ÿâëÿåòñÿ ëåâûì èäåàëîì ïîëóêîëüöà S;

2) φ(Li) ⊆ Li+1 äëÿ êàæäîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî i;

3) φj(Li) ⊆ Li+j äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ i, j;

4) åñëè L � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé èäåàë ïîëóêîëüöà R,

òî ëþáîé åãî êîýôôèöèåíòíûé ëåâûé èäåàë òàêæå êîíå÷íî ïî-

ðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè a, b ∈ Li, çíà÷èò, ax
i ÿâëÿåòñÿ îäíî÷ëå-

íîì â íåêîòîðîì ìíîãî÷ëåíå f ∈ L, à bxi � îäíî÷ëåí â íåêîòîðîì

ìíîãî÷ëåíå g ∈ L. Ìíîãî÷ëåí f + g ïðèíàäëåæèò L è ñîäåðæèò

îäíî÷ëåí (a + b)xi, îòêóäà a + b ∈ Li. Åñëè c ∈ S � ìíîãî÷ëåí

íóëåâîé ñòåïåíè, òî cf ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäåàëó L. Ìíîãî÷ëåí

cf ñîäåðæèò îäíî÷ëåí caxi, ïîýòîìó ca ∈ Li.

2) Ïóñòü a ∈ Li. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé f ∈ L, ÷òî f =

. . .+axi+. . .. Òàê êàê xf = . . .+xaxi+. . . = . . .+φ(a)xi+1+. . . ∈ L,

òî φ(a) ∈ Li+1, ñëåäîâàòåëüíî, φ(Li) ⊆ Li+1.

3) Ïîëó÷àåì èíäóêöèåé èç 2).
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4) Ïóñòü L ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

f1 = f10 + f11x + . . . ,

. . .

fk = fk0 + fk1x + . . . ,

è Lt � ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíòíûé ëåâûé èäåàë. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî a ∈ Lt íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí f = . . . + axt + . . ., ëåæàùèé

â L. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ gi = gi0 + gi1x + . . . ∈ R, i = 1, . . . , k,

âûïîëíÿåòñÿ f = g1f1 + . . . + gkfk. Ïîýòîìó ïîëó÷èì:

a =
∑

i1+j1=t

g1i1φ
i1(f1j1) + . . . +

∑
ik+jk=t

gkikφ
ik(fkjk).

Ñëåäîâàòåëüíî, Lt ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè φt−j(fij) äëÿ i =

1, . . . , k, j = 0, . . . , t.

Ïðèìåð 1.1. Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê ïóíêòó 4 ëåììû 1.1,

íå âåðíî. Ðàññìîòðèì áóëåâó ðåøåòêó ⟨A,+, ·⟩ ñî ñ÷åòíûì ìíîæå-

ñòâîì àòîìîâ {a0, a1, . . .}. Ïóñòü b0 = a0, bi = a0+ . . .+ai, è êàæäûé

ýëåìåíò bi ïîðîæäàåò èäåàë Bi. Ïîëó÷èì ñ÷åòíóþ ñòðîãî âîçðàñ-

òàþùóþ öåïü ãëàâíûõ èäåàëîâ B0 ⊂ B1 ⊂ . . .. Ñòàíäàðòíî ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî B∗ = {
∑

bix
i ∈ A[x] : bi ∈ Bi, ñóììû êîíå÷íûå} ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåàëîì ïîëóêîëüöà A[x], à B0, B1, . . . � åãî êîýôôèöèåíò-

íûå ìíîæåñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B∗ ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

f1, . . . , fk. Ïóñòü r � öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå max{deg f1, . . . , deg fk}.
Òîãäà br ∈ Br \ Br−1 è êàæäûé ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé br ñðåäè ñâî-

èõ êîýôôèöèåíòîâ (íàïðèìåð, brx
r ∈ B∗), íåâîçìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç f1, . . . , fk.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ëåâûé èäåàë L ïîëóêîëüöà S[x, φ] íàçîâåì

ëåâûì m-èäåàëîì, åñëè èç òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f =
∑n

k=0 akx
k ïðè-

íàäëåæèò L, ñëåäóåò, ÷òî akx
k ∈ L äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n. Àíàëî-

ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûé m-èäåàë.
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Íåñîáñòâåííûé è íóëåâîé èäåàëû ïîëóêîëüöà S[x, φ] ÿâëÿþò-

ñÿ m-èäåàëàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ m-èäåàëîâ

ïîëóêîëüöà S[x, φ] îáðàçóåò ïîëíóþ ïîäðåøåòêó ðåøåòêè âñåõ ëå-

âûõ èäåàëîâ èç S[x, φ], òàê êàê ïðîèçâîëüíûå ñóììà è ïåðåñå÷åíèå

ëåâûõ m-èäåàëîâ ñíîâà ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè m-èäåàëàìè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷èòü

îïèñàíèå ëåâûõ m-èäåàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü φ � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Áó-

äåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåâûõ èäåàëîâ L0, L1, . . . èç S

ëåâîé φ-öåïüþ, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî i

âûïîëíÿåòñÿ φ(Li) ⊆ Li+1.

Ïóñòü L0, L1, . . . � ïðîèçâîëüíàÿ ëåâàÿ φ-öåïü ïîëóêîëüöà S.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî

L∗ = {
∑

aix
i ∈ S[x, φ] : ai ∈ Li, ñóììû êîíå÷íûå}

ÿâëÿåòñÿ ëåâûì m-èäåàëîì. Ïóñòü L � ëåâûé èäåàë ïîëóêîëüöà

S[x, φ]. Ïî ëåììå 1.1 åãî êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû îáðàçóþò

φ-öåïü, äëÿ êîòîðîé òàêæå âîçíèêàåò âûøå îïðåäåëåííîå ìíîæå-

ñòâî L∗. Îáîçíà÷åíèå L∗ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê äëÿ φ-öåïè

{Li}, òàê è îòòàëêèâàÿñü îò íåêîòîðîãî ëåâîãî èäåàëà L. Èç òåêñòà
âñåãäà áóäåò ïîíÿòíî, äëÿ êàêîãî ñëó÷àÿ ïðèìåíÿåòñÿ ýòî îáîçíà-

÷åíèå.

Ïðèìåð 1.2. Â [34] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëåâîãî èäå-

àëà B ïîëóêîëüöà A[x] åãî êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû îáðàçó-

þò âîçðàñòàþùóþ öåïü. Â ïîëóêîëüöå êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèòóàöèÿ

èíàÿ. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîëóêîëüöî, A = S×S, è φ : A → A

� àâòîìîðôèçì, çàäàííûé (a, b) → (b, a). Îáîçíà÷èì B0 = S × 0,

òîãäà 0 × S = φ(B0) = B1 è B0 ⊈ B1. Ïîëó÷èì ëåâóþ φ-öåïü
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B0, B1, B0, B1, . . ., êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé. Ëåãêî ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî B∗, ïîñòðîåííîå äëÿ ýòîé ëåâîé φ-öåïè,

ÿâëÿåòñÿ ëåâûì èäåàëîì ïîëóêîëüöà A[x, φ], à åãî êîýôôèöèåíò-

íûìè ëåâûìè èäåàëàìè ÿâëÿþòñÿ Bi .

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü B,C � ëåâûå èäåàëû ïîëóêîëüöà

R = S[x, φ]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) B∗ � ëåâûé m-èäåàë;

2) B ⊆ B∗, è B∗ � íàèìåíüøèé ëåâûé m-èäåàë, ñîäåðæàùèé

B;

3) B = B∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B � ëåâûé m-èäåàë;

4) B∗ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ëåâûõ m-èäåàëîâ èç R, ñî-

äåðæàùèõ B;

5) åñëè B ⊆ C, òî B∗ ⊆ C∗;

6) B∗ ⊆ C∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Bi ⊆ Ci äëÿ âñåõ êî-

ýôôèöèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ äëÿ B è C;

7) B∗ = C∗â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà Bi = Ci äëÿ âñåõ êîýôôè-

öèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ äëÿ B è C;

8) (B ∩ C)∗ ⊆ B∗ ∩ C∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ßñíî, ÷òî B∗ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñóììû.

Ïóñòü h = h0 + h1x + . . . + hmx
m ∈ R è f = f0 + f1x + . . . + fnx

n

∈ B∗. Â ïðîèçâåäåíèè hf îäíî÷ëåí ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè k èìååò

âèä
∑

i+j=k hix
ifjx

j =
∑

i+j=k hiφ
i(fj)x

k. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ñëà-

ãàåìîå hiφ
i(fj), i+ j = k, ïðèíàäëåæèò èäåàëó Bk. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè i = 0, òî h0fk ∈ Bk. Äëÿ i ̸= 0 ïî ëåììå 1.1 φi(fj) ⊆ Bi+j = Bk,

îòêóäà hiφ
i(fj) ∈ Bk. Ñëåäîâàòåëüíî, B

∗ � ëåâûé èäåàë. Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ B∗ âñå îäíî÷ëåíû fix
i ìíîãî÷ëåíà f ñîäåðæàòñÿ â B∗,

ïîýòîìó B∗ ÿâëÿåòñÿ ëåâûì m-èäåàëîì.

2) Î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå B ⊆ B∗. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé

ëåâûé m-èäåàë, ñîäåðæàùèé B. Ïîêàæåì, ÷òî B∗ ⊆ M . Ïóñòü
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f = f0+. . .+fix
i+. . .+fnx

n ëåæèò â B∗, è fix
i � åãî ïðîèçâîëüíûé

îäíî÷ëåí. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí gi = . . .+ fix
i+ . . ., ëåæàùèé

â B, à ñëåäîâàòåëüíî, è â M . Ïîýòîìó fix
i ∈ M , îòêóäà ñëåäóåò

f ∈ M.

3) Åñëè B = B∗, òî ïî 1) B∗, à çíà÷èò è B, ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

m-èäåàëîì. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ âåðíà ïî 2).

4) Ñëåäóåò èç 2).

5) Ïóñòü B ⊆ C, òîãäà Bi ⊆ Ci äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòíûõ ëåâûõ

èäåàëîâ, îòêóäà B∗ ⊆ C∗.

6) Ïîêàæåì, ÷òî B∗ ⊆ C∗ âëå÷åò Bi ⊆ Ci äëÿ âñåõ êîýôôè-

öèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ äëÿ B è C. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò i,

äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ Bi ⊆ Ci, çíà÷èò íàéäåòñÿ a ∈ Bi\Ci.

Îäíî÷ëåí axi ëåæèò â B∗, íî íå ñîäåðæèòñÿ â C∗, ïðîòèâîðå÷èå.

Îáðàòíîå î÷åâèäíî.

7) Î÷åâèäíî.

8) Ïîñêîëüêó èç B∩C ⊆ B ñëåäóåò (B∩C)∗ ⊆ B∗ ïî óòâåðæäå-

íèþ 5) è, àíàëîãè÷íî, (B ∩ C)∗ ⊆ C∗, òî (B ∩ C)∗ ⊆ B∗ ∩ C∗.

Ïðèìåð 1.3. Äýéë â [34, theorem 3.6] óòâåðæäàåò, ÷òî â ïîëó-

êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ A[x] íàä ïîëóêîëüöîì A äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ

B,C ⊆ A[x] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (B ∩ C)∗ = B∗ ∩ C∗. Ìû ñî-

ãëàñíû ñ âêëþ÷åíèåì (B ∩ C)∗ ⊆ B∗ ∩ C∗, êîòîðîå áûëî äîêàçà-

íî â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè äëÿ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ. Îáîñíîâàíèå îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ Äýéë îãðàíè÷èâàåò ôðàçîé

¾î÷åâèäíî¿. Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî ýòî âêëþ÷åíèå íå âåðíî. Ðàñ-

ñìîòðèì öåïü L = {0, b, c, 1}, b < c, ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ L[x] è

ãëàâíûå èäåàëû B = (b+x) è C = (c+x). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

B ∩C íå ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåíà âèäà a+ x+ . . . äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

a ∈ L. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x /∈ (B ∩ C)∗, õîòÿ x ∈ B∗ ∩ C∗.
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Ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðàâûõm-èäåàëîâ ëåâîãî ïîëóêîëüöà êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ S[x, φ] àíàëîãè÷åí ñèòóàöèè ñ ëåâûìè m-èäåàëàìè,

îäíàêî, êîíñòðóêöèè ïðàâûõ è ëåâûõ m-èäåàëîâ èìåþò íåêîòîðûå

ðàçëè÷èÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòíûå ìíîæå-

ñòâà ïðîèçâîëüíîãî ïðàâîãî èäåàëà èç S[x, φ] íå îáÿçàíû áûòü ïðà-

âûìè èäåàëàìè, è äëÿ íèõ, â îáùåì, íå ñïðàâåäëèâ àíàëîã ëåììû

1.1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðàâûé èäåàëR ïîëóêîëüöà S[x, φ],

è R0, R1, . . . � åãî êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà. Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Ri óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1) è 2), çàëîæåííûì

â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü φ � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Âîç-

ðàñòàþùóþ öåïü R0 ⊆ R1 ⊆ . . . ïîäìíîæåñòâ ïîëóêîëüöà S íàçî-

âåì ïðàâîé φ-öåïüþ ïîëóêîëüöà S, åñëè:

1) R0 � ïðàâûé èäåàë ïîëóêîëüöà S, è Ri � àääèòèâíûå ïîä-

ìîíîèäû â S;

2) Riφ
i(S) ⊆ Ri äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ i.

Ïóñòü R0 ⊆ R1 ⊆ . . . � ïðàâàÿ φ-öåïü ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëü-

öà S. Êàê è â ëåâîñòîðîííåì ñëó÷àå, Ri ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíò-

íûìè ìíîæåñòâàìè ïðàâîãî m-èäåàëà

R∗ = {
∑

aix
i ∈ S[x, φ] : ai ∈ Ri, ñóììû êîíå÷íûå}.

Äëÿ ïðàâûõ m-èäåàëîâ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ, ñèììåòðè÷-

íûå óêàçàííûì â ïðåäëîæåíèè 1.1. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïèàëüíî

íå îòëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè

ðåçóëüòàòàìè áåç äîïîëíèòåëüíûõ ññûëîê.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè 1.6 ìîæíî óñèëèòü

äî Riφ
i(S) = Ri, ïîñêîëüêó φ ñîõðàíÿåò åäèíèöó. Äàëåå, ëþáàÿ

ñ÷åòíàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïü ïðàâûõ èäåàëîâ Ri ïîëóêîëüöà S, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 2), ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé φ-öåïüþ. Îäíàêî â
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φ-öåïè êîýôôèöèåíòíûõ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâîãî èäåàëà

òîëüêî R0 ãàðàíòèðîâàíî ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì èäåàëîì.

Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü S = ⟨R+
∞,∨,∧⟩ � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-

íîå ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë; äîáàâëåí-

íàÿ ¾áåñêîíå÷íîñòü¿ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ýòîãî ïîëóêîëüöà. Ïóñòü

φ(0) = 0, φ(∞) = ∞ è φ(a) = a + 1 äëÿ âñåõ a ̸∈ {0,∞}, òîãäà
φ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì ïîëóêîëüöà S. Ïîëîæèì

R0 = {0}, Ri = [1/2i; 1] ∪ {0} äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ i. Ïîëó÷àåì

ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïðàâóþ φ-öåïü R0 ⊂ R1 ⊂ . . . êîììóòàòèâ-

íîãî ïîëóêîëüöà S. Íè îäèí èç ýëåìåíòîâ ïðàâîé φ-öåïè, êðîìå

R0, íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðàâûì, íè ëåâûì èäåàëîì. Îòñþäà òàêæå âû-

òåêàåò, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà íå îáðàçóþò ëåâóþ φ-öåïü.

Ïðèìåð 1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî è ëåâàÿ φ-öåïü íå îáÿçàíà áûòü ïðà-

âîé φ-öåïüþ.

2. Ñóùåñòâîâàíèå ãëàâíîãî m-èäåàëà,
ïîðîæäàåìîãî íåîäíî÷ëåíîì

Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîé è íåñîáñòâåííûé èäåàëû ÿâëÿþòñÿ ãëàâ-

íûìè ëåâûìè m-èäåàëàìè ïîëóêîëüöà S[x, φ]. Âîçíèêàåò âîïðîñ:

êàêèå åùå ãëàâíûå ëåâûå m-èäåàëû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â S[x, φ]?

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâûìè m-èäåàëàìè ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûå ëå-

âûå èäåàëû, ïîðîæäåííûå îäíî÷ëåíàìè xk. Ñóùåñòâóþò ëè ãëàâ-

íûå ëåâûå m-èäåàëû, ïîðîæäåííûå íåîäíî÷ëåíàìè, âûÿñíÿåòñÿ

íèæå.
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Ñíà÷àëà áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãëàâíûõ m-èäåàëîâ ïî-

ëóêîëüöà îáû÷íûõ (íåêîñûõ) ìíîãî÷ëåíîâ. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäó-

þùèå ðåçóëüòàòû:

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëó-

êîëüöî Áåçó 1, âñå ëåâûå àííóëÿòîðíûå èäåàëû èç S ÿâëÿþòñÿ èäå-

àëàìè, d � îáðàòèìûé â S ýëåìåíò äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ

d ∈ S, R = S[x]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 1 âûïîëíåíî óñëîâèå fi+1 ∈
annl(Sf0+. . .+Sfi), òî R(f0+. . .+fkx

k) � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë

ïîëóêîëüöà R, êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû êîòîðîãî îáðàçóþò

öåïü Sf0 ⊆ Sf0+Sf1 ⊆ . . . ⊆ Sf0+. . .+Sfk = Sf0+. . .+Sfk = . . .;

2) åñëè L � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë â R, òî íàéäåòñÿ òàêîé

ìíîãî÷ëåí f = f0 + . . . + fkx
k, ÷òî fi ∈ BS, L = Rf è fi+1 ∈

annl(Sf0 + . . . + Sfi) äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k − 1;

3) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà

R = S[x] ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì m-èäåàëîì.

Îñòàâèì ýòî óòâåðæäåíèå áåç äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó äàëåå

â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîñûå âàðèàíòû ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ

(òåîðåìà 2.1 è ïðåäëîæåíèå 2.2). Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìîå äîêàçàòåëü-

ñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.1 èìååòñÿ â [52, ïðåäëîæåíèå 3 è ëåììà 5].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Èäåìïîòåíòîì ïîëóêîëüöà S íàçûâàåòñÿ

ýëåìåíò e ∈ S òàêîé, ÷òî e = e2. Ýëåìåíò a ∈ S íàçûâàåòñÿ öåí-

òðàëüíûì, åñëè as = sa äëÿ ëþáîãî s ∈ S. Ýëåìåíò e ∈ S íàçûâà-

åòñÿ äîïîëíÿåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé e⊥ ∈ S, ÷òî e + e⊥ = 1,

ee⊥ = e⊥e = 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè e � äîïîëíÿåìûé ýëåìåíò, òî îí ÿâëÿåòñÿ

èäåìïîòåíòîì, è åãî äîïîëíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è òàêæå
1ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó îïðåäåëÿåòñÿ íèæå â ïàðàãðàôå
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ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì èäåìïîòåíòîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f �

äîïîëíåíèå ê e. Òîãäà èç ðàâåíñòâ e+ f = 1 è ef = fe = 0 ñëåäóåò

e2 = e è f 2 = f , çíà÷èò, e, f ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî g òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê e. Èç ðàâåíñòâ e+ g = 1

è fe = 0 ñëåäóåò fg = f . Àíàëîãè÷íî, èç e + f = 1 è eg = 0 ïîëó-

÷àåì fg = g. Ñëåäîâàòåëüíî, f = g. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïîëíåíèå

îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç BS ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿå-

ìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëüöà S. Ñî ñëîæåíèåì e⊕ f = ef⊥+ e⊥f

è îáû÷íûì ïîëóêîëüöåâûì óìíîæåíèåì ïîëó÷àåì áóëåâî êîëüöî

⟨BS,⊕, ·⟩.
Ìíîæåñòâî BS òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê áóëåâó ðåøåòêó

⟨BS,∨,∧⟩, åñëè òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ∧ ýëåìåíòîâ âçÿòü ñîâïà-

äàþùåé ñ ïîëóêîëüöåâûì óìíîæåíèåì, à òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü

îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: e ∨ f = e + e⊥f = ef⊥ + f .

Ëåììà 2.1. Â ïîëóêîëüöå S ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè ýëåìåíò èç S ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåí-

òðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà è íåäåëèòåëÿ íóëÿ, òî

èäåìïîòåíò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

2) Ïóñòü a, g0, g1 ∈ S è a = ud, g0 = u0d0, g1 = u1d1 äëÿ u, ui ∈
BS è íåäåëèòåëåé íóëÿ d, di. Òîãäà Sg0 + Sg1 = Sa âëå÷åò u =

u0 ∨ u1; â ÷àñòíîñòè, ïðè g1 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî èç Sg0 = Sa

ñëåäóåò u0 = u.

3) Åñëè a, b, c ∈ BS è a ∨ b = c, òî Sa + Sb = Sc.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ed = ft äëÿ e, f ∈ BS è íåäåëèòåëåé

íóëÿ d, t. Òîãäà 0 = e⊥ft, îòêóäà ïîëó÷àåì 0 = e⊥f = e⊥∧f . Äàëåå

e = e ∨ 0 = e ∨ (e⊥ ∧ f ) = 1 ∧ (e ∨ f ) = e ∨ f , ñëåäîâàòåëüíî f ≤ e.

Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì e ≤ f.
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2) Ïóñòü a = s0g0 + s1g1 äëÿ íåêîòîðûõ si ∈ S. Òîãäà

u(u0 ∨ u1)d = s0u0(u0 ∨ u1)d0 + s1u1(u0 ∨ u1)d1 =

= s0u0d0 + s1u1d1 = s0g0 + s1g1 = ud.

Îòñþäà ñëåäóåò u(u0∨u1) = u, ïîýòîìó u ≤ u0∨u1. Äàëåå, g0 = ta

äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ S, îòêóäà

uu0d0 = ug0 = uta = utud = ta = u0d0.

Ïîëó÷àåì u0 ≤ u. Àíàëîãè÷íî, u1 ≤ u, ñëåäîâàòåëüíî, u = u0 ∨ u1.

Ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ýëåìåíòîâ g0, . . . , gi ∈ S.

3) Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò a + a⊥b = c, ïîýòîìó Sc ⊆ Sa + Sb. Èç

a, b ≤ c ïîëó÷àåì ac = a, bc = b, ïîýòîìó sa+tb = (sa+tb)c, îòêóäà

Sa + Sb ⊆ Sc.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì

â íóëå, åñëè ab = 0 âëå÷åò ba = 0 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ýíäîìîðôèçì φ ïîëóêîëüöà S íàçûâàåòñÿ

æåñòêèì, åñëè aφ(a) = 0 âëå÷åò a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ S. Ïîëó-

êîëüöî S íàçîâåì φ-æåñòêèì, åñëè ñóùåñòâóåò æåñòêèé ýíäîìîð-

ôèçì φ ïîëóêîëüöà S.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç

íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ S è n ∈ N ñïðà-

âåäëèâà èìïëèêàöèÿ an = 0 ⇒ a = 0.

Èçâåñòíî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 ̸= 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî

a ∈ S.
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×åðåç annr(B) = {a ∈ S : Ba = 0} îáîçíà÷èì ïðàâûé àííó-

ëÿòîð ïîäìíîæåñòâà B ⊆ S; â ñëó÷àå B = {b} ïðàâûé àííóëÿ-

òîð ýëåìåíòà b îáîçíà÷àåì ÷åðåç annr(b). Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì

îïðåäåëÿåòñÿ ëåâûé àííóëÿòîð annl(B). Åñëè íåîáõîäèìî óêàçàòü,

â êàêîì ïîëóêîëüöå ðàññìàòðèâàåòñÿ àííóëÿòîð, òî áóäåì èñïîëü-

çîâàòü îáîçíà÷åíèå âèäà annl,S(B).

Ëåììà 2.2. Ïóñòü φ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è êîììóòà-

òèâíî â íóëå; êðîìå òîãî, åñëè a, b ∈ S è ab = 0, òî aSb = 0;

2) êàæäûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò èç S öåíòðàëåí;

3) äëÿ a, b ∈ S ðàâåíñòâà ab = 0 è aφ(b) = 0 ðàâíîñèëüíû;

4) φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî [13, ëåììà 1] S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ è ab = 0 âëå÷åò aSb = 0 äëÿ a, b ∈ S. Ïóñòü

ab = 0, òîãäà (ba)2 = 0, ïîýòîìó ba = 0, è S êîììóòàòèâíî â íóëå.

2) Ïî ïóíêòó 1) ese⊥ = 0 äëÿ äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S

è ïðîèçâîëüíîãî s ∈ S. Òîãäà es = ese+ ese⊥ = ese. Ñèììåòðè÷íî

ïîêàçûâàåòñÿ se = ese.

3) Ïóñòü ab = 0. Òîãäà φ(a)φ(b) = 0, ÷òî âëå÷åò φ(b)φ(a) = 0

â ñèëó òîãî, ÷òî S êîììóòàòèâíî â íóëå. Ïîýòîìó aφ(b)φ(aφ(b)) =

aφ(b)φ(a)φ2(b) = 0, îòêóäà aφ(b) = 0 â ñèëó æåñòêîñòè ýíäîìîð-

ôèçìà φ. Îáðàòíî, ïóñòü aφ(b) = 0. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå

1) èìååì abφ(ab) = abφ(a)φ(b) = 0, îòêóäà ab = 0.

4) Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî e ∈ BS φ(e) � äî-

ïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò, à ïî ïóíêòó 2) φ(e) öåíòðàëåí. Ñëåäîâà-

òåëüíî, φ(BS) ⊆ BS. Ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 3) ïîëó÷àåì, ÷òî

äëÿ ëþáûõ d, e ∈ BS ðàâåíñòâî de = 0 ðàâíîñèëüíî dφ(e) = 0. Ïî-

ýòîìó annl,BS(e) = annl,BS(φ(e)) äëÿ ëþáîãî e ∈ BS. Â [2, òåîðåìà
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1] ïîêàçàíî, ÷òî ñîâïàäåíèå àííóëÿòîðîâ ýëåìåíòîâ áóëåâà êîëüöà

âëå÷åò ðàâåíñòâî ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó e = φ(e).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ðèêêàðòîâûì

ñïðàâà (ñëåâà), åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ S íàéäåòñÿ òàêîé äîïîëíÿ-

åìûé èäåìïîòåíò e ∈ S, ÷òî annr(a) = eS (annl(a) = Se). Ðèêêàð-

òîâî ñïðàâà è ñëåâà ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ðèêêàðòîâûì.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíîå â íóëå ðèêêàðòîâî

ñëåâà ïîëóêîëüöî. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç S ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-

âåäåíèåì öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà è íåäåëèòåëÿ

íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî â êîììóòàòèâíîì â íóëå ïîëóêîëü-

öå êàæäûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò öåíòðàëåí. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S è ïðîèçâîëüíîãî s ∈ S èç

ee⊥s = 0 ñëåäóåò e⊥se = 0. Òîãäà se = ese + e⊥se = ese. Ñèììåò-

ðè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ es = ese.

Ïóñòü a � íåíóëåâîé ýëåìåíò èç S, òîãäà annl(a) = Se äëÿ íåêî-

òîðîãî e ∈ BS. Îòñþäà ïîëó÷àåì ae = 0 è ae⊥ = a. Ïîëîæèì

d = ae⊥ + e. Èìååì ed = e è e⊥d = e⊥(ae⊥ + e) = e⊥a = a, îò-

êóäà ñëåäóåò, ÷òî d ̸= 0. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî d � íåäåëèòåëü

íóëÿ. Ïóñòü 0 = bd = b(ae⊥ + e) = bae⊥, ïîñêîëüêó be = bed = 0.

Òîãäà ba = ba(e + e⊥) = bae = 0. Ïîëó÷àåì b ∈ annl(a) = Se è

b = be = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì

Áåçó, åñëè êàæäûé åãî êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé èäåàë ÿâëÿåò-

ñÿ ãëàâíûì ëåâûì èäåàëîì.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëü-

öî Áåçó, φ � èíúåêòèâíûé æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S,
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φ(d) � îáðàòèìûé â S ýëåìåíò äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ

d ∈ S, R = S[x, φ].

1) Åñëè äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 1 âûïîëíåíî

fi+1 ∈ annl(Sφ
i(f0) + Sφi−1(f1) + . . . + Sfi),

òî R(f0 + . . . + fkx
k) � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R.

2) Åñëè L � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë â R, òî íàéäåòñÿ òàêîé

ìíîãî÷ëåí f = f0 + . . . + fkx
k, ÷òî L = Rf è

fi+1 ∈ annl(Sφ
i(f0) + Sφi−1(f1) + . . . + Sfi)

äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ëåììå 2.3 fi = uidi äëÿ ui ∈ BS è íåäåëè-

òåëÿ íóëÿ di ∈ S. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñèëó ëåììû

2.2 ìíîæåñòâà

L0 = Sf0,

L1 = Sφ(f0) + Sf1 = Su0 + Sf1,

· · ·
Lk = Sφk(f0) + Sφk−1(f1) + . . . + Sfk = Su0 + . . . + Suk−1 + Sfk,

Lk+1 = Sφk+1(f0) + Sφk(f1) + . . . + Sφ(fk) = Su0 + . . . + Suk

ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòíûìè ëåâûìè èäåàëàìè ëåâîãî èäåàëà Rf

äëÿ ìíîãî÷ëåíà f = f0 + . . . + fkx
k. Ïîñêîëüêó

Lk+j = Sφk+j(f0) + Sφk+j−1(f1) + . . . + Sφj(fk) = Su0 + . . . + Suk,

òî Lk+j = Lk+1 äëÿ ëþáîãî j ≥ 1.

Ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó, ïîýòîìó Li =

Sai äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ S. Íàì íàäî ïîêàçàòü Saix
i ⊆ Rf . Ïðîâå-

äåì èíäóêöèþ ïî i äëÿ i ≤ k − 1.
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Ïîëó÷àåì òàêóþ öåïü: φk(Sa0) ⊆ φk−1(Sa1) ⊆ . . . ⊆ Sak. Ïî-

ëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ φ-æåñòêèì, ïîýòîìó èç ëåììû 2.2, ïóíêò 3)

ñëåäóåò annl(B) = annl(φ(B)) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ S, à

ïîñêîëüêó φ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç íèëü-

ïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ (ëåììà 2.2, ïóíêò 1)), òî annl(a) = annl(Sa)

äëÿ ëþáîãî a ∈ S. Ïîýòîìó annl(ak) ⊆ annl(ak−1) ⊆ . . . ⊆ annl(a0).

Ïîëóêîëüöî S � ðèêêàðòîâî ñëåâà, ïîýòîìó annl(ai) = Sei äëÿ ïîä-

õîäÿùèõ ei ∈ BS. Äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ fi ∈ annl(ai−1) ⊆
annl(a0) = Se0. Ñëåäîâàòåëüíî, fie

⊥
0 = 0 äëÿ âñåõ i ≥ 1. Êðîìå òîãî,

f0e0 = 0, ïîýòîìó f0e
⊥
0 = f0. Ïîëó÷àåì e⊥0 (f0+. . .+fkx

k) = f0 ∈ Rf ,

è äîêàçàíî âêëþ÷åíèå Sa0 ⊆ Rf.

Ïóñòü Sajx
j ⊆ Rf äëÿ âñåõ j = 0, . . . , i � èíäóêòèâíîå ïðåäïî-

ëîæåíèå. Èç fi+1 ∈ annl(ai) = Sei ïîëó÷àåì fi+1 = fi+1ei, îòêóäà

fi+1e
⊥
i = 0. Äëÿ ëþáîãî j = 0, . . . , i ñïðàâåäëèâî φi−j(fj) ∈ Sai,

ò. å. φi−j(fj) = sjai äëÿ íåêîòîðîãî sj ∈ S. Èç eiai = 0 ñëåäóåò

eiφ
i−j(fj) = 0, ïîýòîìó eifj = 0 (ïî ëåììå 2.2, ïóíêò 3)). Äàëåå,

äëÿ ëþáîãî j = i + 2, . . . , k èç fj ∈ annl(aj−1) ⊆ annl(ai+1) = Sei+1

ñëåäóåò fj = tjei+1, îòêóäà e⊥i+1fj = 0. Ïîëó÷àåì:

eie
⊥
i+1f = 0 + . . . + 0xi + eie

⊥
i+1fi+1x

i+1 + 0xi+2 + . . . + 0xk =

= e⊥i+1fi+1x
i+1 ∈ Rf.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ai+1 = s0u0+. . .+siui+si+1fi+1 äëÿ íåêîòî-

ðûõ sj ∈ S. Ïóñòü aj = vjtj äëÿ íåêîòîðûõ vj ∈ BS è íåäåëèòåëåé

íóëÿ tj, òîãäà ïî ëåììå 2.1 vj = u0 ∨ . . . ∨ uj. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà

ñëåäóåò ujvj = uj(u0 ∨ . . . ∨ uj) = uj, à ïîñêîëüêó φ(vj) = vj, òî

uj = ujφ
i+1−j(vj) äëÿ ëþáîãî 0 ≤ j ≤ i. Ñëåäîâàòåëüíî,

sjujφ
i+1−j(tj)

−1xi+1−j · ajxj = sjujφ
i+1−j(tj)

−1φi+1−j(aj)x
i+1 =

= sjujφ
i+1−j(tj)

−1φi+1−j(tj)φ
i+1−j(vj)x

i+1 =

= sjujφ
i+1−j(vj)x

i+1 = sjujx
i+1.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì:

e⊥i+1ai+1x
i+1 = e⊥i+1(s0u0 + . . . + siui + si+1fi+1)x

i+1 =

= e⊥i+1(s0u0φ
i+1(t0)

−1xi+1 · a0 + s1u1φ
i(t1)

−1xi · a1x + . . .

. . . + siuiφ(ti)
−1x · aixi + si+1fi+1x

i+1).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû a0, a1x, . . . , aix
i ëåæàò â Rf ïî èíäóê-

òèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, à e⊥i+1si+1fi+1x
i+1 ∈ Rf ïî äîêàçàí-

íîìó âûøå è â ñèëó öåíòðàëüíîñòè èäåìïîòåíòà e⊥i+1. Ïîýòîìó

e⊥i+1ai+1x
i+1 ∈ Rf . Ïîñêîëüêó annl(ai+1) = Sei+1, òî ai+1 = e⊥i+1ai+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ai+1x
i+1 ∈ Rf , è Sai+1x

i+1 ⊆ Rf.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Sak+1x
k+j ∈ Rf äëÿ j ≥ 1. Ïóñòü

ak+1 = t0u0 + . . . + tk−1uk−1 + tkuk = t + tkuk. Ïîñêîëüêó t ∈ Lk, òî

txk ∈ Rf . Ïóñòü t = ud äëÿ u ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ d, òîãäà

tφj(d)−1xj · txk = udφj(d)−1φj(u)φj(d)xk+j = uduxk+j = txk+j. Èç

txk ∈ Rf ïîëó÷àåì txk+j ∈ Rf. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè èç

akx
k ∈ Rf ñëåäóåò tkukφ

j(dk)
−1xj · akxk = tkukx

k+j ∈ Rf. Íàêîíåö,

ak+1x
k+j = (t + tkuk)x

k+j = txk+j + tkukx
k+j ∈ Rf.

2) Ïóñòü L = R(g0 + . . . + gkx
k) � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë,

gi = viti, vi ∈ BS, ti � íåäåëèòåëü íóëÿ ïî ëåììå 2.3. Ðàññóæäàÿ

êàê è â ïóíêòå 1) è èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî Sa0 = Sg0,

Sai = S(v0 ∨ . . . ∨ vi−1) + Sgi äëÿ i ≤ k è Sak+1 = S(v0 ∨ . . . ∨ vk)

� êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû ëåâîãî m-èäåàëà L. Êàæäûé

ýëåìåíò ai èìååò âèä ai = uidi äëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî

ui ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ di ∈ S. Ïîñêîëüêó Sai ⊆ Sai+1,

òî uidi = ai = sai+1 = sui+1di+1 äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ S. Îò-

ñþäà ñëåäóåò φ(ui)φ(di) = φ(s)φ(ui+1)φ(di+1), è ïîýòîìó ui =

ui+1φ(s)φ(di+1)φ(di)
−1. Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà ui+1, ïî-

ëó÷àåì ui+1ui = ui, ò. å. ui ≤ ui+1. Òàêèì îáðàçîì, èäåìïîòåíòû

îáðàçóþò öåïü u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ uk. Ïîëîæèì e0 = u0 è äëÿ ëþáîãî
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i ≥ 1 ïóñòü ei ∈ BS � îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå èäåìïîòåíòà ui−1

â èíòåðâàëå [0, ui] ⊆ BS (ò. å. òàêîé ýëåìåíò ei, ÷òî ei ∧ ui−1 = 0 è

ei ∨ ui−1 = ui). Óòî÷íèì, ÷òî ei ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ëþáàÿ áóëå-

âà ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè.

Ïóñòü fi = eiti. Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî f = f0 + . . . + fkx
k

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìíîãî÷ëåíîì. Èç óñëîâèÿ e1 ∧ u0 = 0 ñëåäóåò

f1 ∈ annl(Sf0). Ïóñòü fi ∈ annl(Sφ
i−1(f0) + . . .+ Sφ(fi−2) + Sfi−1),

òîãäà èç ei+1 ∧ ui = 0 è ui = e0 ∨ . . . ∨ ei ïîëó÷àåì fi+1 ∈
annl(e0 ∨ . . . ∨ ei) = annl(Sφ

i(f0) + . . . + Sφ(fi−1) + Sei) ⊆
annl(Sφ

i(f0) + . . . + Sφ(fi−1) + Sfi). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû

óñëîâèÿ ïóíêòà 1), ïîýòîìó K = R(f0 + . . . + fkx
k) � ãëàâíûé ëå-

âûém-èäåàë. Ïîêàæåì, ÷òî åãî êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëûKi

ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòíûìè ëåâûìè èäåà-

ëàìè Sai. Èìååì,Ki = Sφi(f0)+. . .+Sφ(fi−1)+Sfi = Sui−1+Seiti.

Ïîñêîëüêó Sui−1 + Sgi = Sai, òî sui−1 + tgi = uidi äëÿ íåêî-

òîðûõ s, t ∈ S. Òîãäà φ(s)ui−1 + φ(tti)vi = φ(di)ui. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ui = ui−1 ∨ ei = ei + e⊥i ui−1. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,

÷òî φ(di) � îáðàòèìûé ýëåìåíò, äëÿ ïîäõîäÿùèõ a, b ∈ S ïî-

ëó÷àåì aui−1 + bvi = ui = ei + e⊥i ui−1. Óìíîæèâ ðàâåíñòâî íà

ei, ïîëó÷àåì bviei = ei, îòêóäà ñëåäóåò ei ≤ vi. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ki = Sui−1 + Sfi ⊆ Sui−1 + Sgi = Sai. Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ

òåì, ÷òî sui−1 + tgi = ai. Òîãäà ai = aiui = (sui−1 + tgi)ui =

sui−1ui+ ttivi(e
⊥
i ui−1+ei) = sui−1+ ttivie

⊥
i ui−1+ tvieiti = aui−1+ bfi

äëÿ a, b ∈ S. Ïîêàçàëè, ÷òî Sa0 = K0, . . . , Sak = Kk. Êðîìå òîãî,

Sak+r = Sak+1 = S(v0 ∨ . . . ∨ vk) = S(u0 ∨ . . . ∨ uk) = Kk+1 = Kk+r

äëÿ ëþáîãî r ∈ N, ïîýòîìó èç ñîâïàäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýô-
ôèöèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ ñëåäóåò L = R(f0 + . . . + fkx

k).

Çàìå÷àíèå 2.1. Â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 2 ïðåäûäóùåé òåîðå-

ìû ðàññìàòðèâàëàñü êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ¾ïîäïðàâèòü¿ îá-
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ðàçóþùèé ìíîãî÷ëåí ãëàâíîãî ëåâîãî m-èäåàëà. Ñåé÷àñ ìû ïîêà-

æåì, êàê ìîæíî íàéòè òàêîé îáðàçóþùèé áåç îïîðû íà êàêîé-ëèáî

èìåþùèéñÿ ìíîãî÷ëåí, íî çíàÿ êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû.

Ïóñòü L � ãëàâíûé ëåâûém-èäåàë ïîëóêîëüöà R = S[x, φ], óäî-

âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû 2.1. Ïóñòü Li � åãî êîýôôèöè-

åíòíûå ëåâûå èäåàëû. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëü-

öà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ,

çàäàþùèõ ëåâûé m-èäåàë, íå îáÿçàíî áûòü âîçðàñòàþùåé öåïüþ,

íî íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå φ(Li) ⊆ Li+1 (ëåììà 1.1). Â

íàøåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèìîñòü ëþáîãî ýëåìåíòà ïîëóêîëüöà â âè-

äå ed, e = φ(e) ∈ BS, è îáðàòèìîñòü φ(d) äëÿ íåäåëèòåëÿ íóëÿ

ãàðàíòèðóåò òàêæå âêëþ÷åíèå Li ⊆ Li+1. Ïîñêîëüêó S � ëåâîå ïî-

ëóêîëüöî Áåçó, òî Li ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ëåâûìè èäåàëàìè ïîëó-

êîëüöà S. Ïóñòü Li = Sai, ai = uidi äëÿ ui ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ

di ∈ S è Sa0 ⊆ Sa1 ⊆ . . . ⊆ Sak ⊊ Sak+1 = . . . è φ(Sai) ⊆ Sai+1.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà âàðèàíòà.

i) Èäåìïîòåíòû â ðàçëîæåíèÿõ ak è ak+1 ñîâïàäàþò. Òîãäà ak =

ukdk, ãäå dk � íåäåëèòåëü íóëÿ, íå ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòèìûì ýëå-

ìåíòîì, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì Sak = Suk = Sak+1,

ïðîòèâîðå÷èå. Ïîñêîëüêó φ(Sak+1) ⊆ Sak+2, òî Suk ⊆ Sak+2 =

Sukdk+2 ⊆ Suk, ïîýòîìó âñå ëåâûå èäåàëû, íà÷èíàÿ ñ Sak+1, ðàâ-

íû Suk. Äëÿ öåïè u0 ≤ . . . ≤ uk = uk+1 âûáèðàåì èäåìïîòåí-

òû e0, . . . , ek, ek+1 êàê îòíîñèòåëüíûå äîïîëíåíèÿ íà êàæäîì øàãå.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ek+1 = 0. Ïîëîæèì f0 = a0 = e0d0.

Â òåîðåìå 2.1 fi îïðåäåëÿëñÿ êàê fi = eiti, ãäå ti çàèìñòâîâàëñÿ ó

ïåðâîíà÷àëüíîãî ìíîãî÷ëåíà g. Ñåé÷àñ íàì g íå èçâåñòåí, ïîýòîìó

èç u1 = e0 ∨ e1 = e0 + e⊥0 e1 = e0 + e1 èìååì a1 = e0d1 + e1d1, è ìî-

æåì ïîëîæèòü f1 = e1d1. Äàëåå, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì â ïðÿìóþ

ñóììó Sai = Se0 ⊕ . . .⊕ Sei−1 ⊕ Seidi, îïðåäåëÿåì fi = eidi. Ïîëó-
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÷àåì L = R(f0 + . . .+ fkx
k) è fi+1 ∈ annl(Sai). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî

ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ êîýôôèöèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ L′
i ëåâîãî

èäåàëà Rf ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè Li. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ L′
0 = Sa0.

Ïîñêîëüêó φ(Saj) ⊆ Saj+1, òî Sej ⊆ Sai äëÿ ëþáîãî j < i. Ïî-

íÿòíî, ÷òî Sfi ⊆ Sai. Ïîýòîìó L′
i = Se1 + . . . + Sei−1 + Sfi ⊆ Sai.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ i ≤ k âûïîë-

íÿåòñÿ L′
i = Sai. Íàêîíåö, L

′
k+1 = Se0+ . . .+Sek = S(e0∨ . . .∨ek) =

Suk = Sak+1.

ii) Èäåìïîòåíòû â ðàçëîæåíèÿõ ak è ak+1 ðàçëè÷íû. Òîãäà

ak = ukdk, ak+1 = uk+1dk+1 è dk, dk+1 � íåäåëèòåëè íóëÿ, uk < uk+1.

Çàìåòèì, ÷òî Suk+1 = Sak+1 = Sak+2 = . . .. Îïðåäåëåíèå êîýôôè-

öèåíòîâ f0, . . . , fk òàêîå æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïîëîæèì

fk+1 = uk+1. Ìíîãî÷ëåí f = f0 + . . . + fk+1x
k+1 ïîðîæäàåò ëå-

âûé m-èäåàë Rf ñ êîýôôèöèåíòíûìè ëåâûìè èäåàëàìè Sai, ò. å.

L = Rf.

Çàìå÷àíèå 2.2. Êîíñòðóêöèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ â òåîðåìå 2.1, ïîç-

âîëÿåò ðàññìîòðåòü åå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà S. Ïóñòü φ

� òàêîé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ÷òî φ(e) = e äëÿ ëþáîãî

e ∈ BS, è c0 ≤ c1 ≤ . . . ≤ ck � ïðîèçâîëüíàÿ öåïü èäåìïîòåíòîâ

èç BS. Ïîêàæåì, ÷òî ëåâûé m-èäåàë L, çàäàâàåìûé öåïüþ Sc0 ⊆
Sc1 ⊆ . . . ⊆ Sck = Sck . . ., ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì m-èäåàëîì

ïîëóêîëüöà R = S[x, φ]. Ïîëîæèì f0 = c0 è fi+1 � îòíîñèòåëüíîå

äîïîëíåíèå èäåìïîòåíòà ci â èíòåðâàëå [0, ci+1] áóëåâîé ðåøåòêè

BS. Ðàññìîòðèì f = f0 + . . . + fkx
k ∈ R. Äëÿ ëþáûõ j < i ≤ k

âûïîëíÿåòñÿ fj ≤ cj ≤ ci−1, ïîýòîìó fj ∧ fi ≤ ci−1 ∧ fi = 0. Ïî-

ëó÷àåì, ÷òî èäåìïîòåíòû fi, i = 0, . . . , k îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ

ñèñòåìó. Âñïîìíèì, ÷òî îïåðàöèÿ ∧ â BS ñîâïàäàåò ñ ïîëóêîëüöå-

âûì óìíîæåíèåì â S. Ïîýòîìó fif = fix
i ∈ Rf äëÿ ëþáîãî i ≥ 0, è

Rf � ãëàâíûé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R. Ïóñòü Li � åãî ïðî-
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èçâîëüíûé êîýôôèöèåíòíûé ëåâûé èäåàë. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî

Lix
i ñîñòîèò èç îäíî÷ëåíîâ âèäà s0f0x

i, . . . , sifix
i è èõ êîíå÷íûõ

ñóìì. Ïî ëåììå 2.1 Li = Sf0 + . . . + Sfi = S(f0 ∨ . . . ∨ fi) = Sci.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L = Rf.

Ïðîâåäåííûå â çàìå÷àíèè 2.1 ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü

ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëü-

öî Áåçó, φ � èíúåêòèâíûé æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S,

φ(d) � îáðàòèìûé â S ýëåìåíò äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ íóëÿ

d ∈ S. Òîãäà ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öåïü Sa0 ⊆ . . . ⊆ Sak ⊆ Sak+1 ãëàâ-

íûõ ëåâûõ èäåàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì φ(Sai) ⊆ Sai+1

äëÿ âñåõ i ≤ k è φ(Sak+1) ⊆ Sak+1, çàäàåò ãëàâíûé ëåâûé m-èäå-

àë L ïîëóêîëüöà R = S[x, φ], êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû Li

êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ Sai.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëó-

êîëüöî Áåçó, φ � èíúåêòèâíûé æåñòêèé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, φ(d) � îáðàòèìûé â S ýëåìåíò äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ

íóëÿ d ∈ S. Òîãäà êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë

ïîëóêîëüöà R = S[x, φ] ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì m-èäåàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Rf + Rg � ñóììà ãëàâíûõ ëåâûõ m-

èäåàëîâ, f = f0 + . . . + fkx
k, g = g0 + . . . + gkx

k, ãäå k =

max{deg f, deg g}. Ïî òåîðåìå 2.1 êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû

äëÿ Rf è Rg îáðàçóþò öåïè Sa0 ⊆ . . . ⊆ Sak ⊆ Sak+1 = . . . è

Sb0 ⊆ . . . ⊆ Sbk ⊆ Sbk+1 = . . . ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ φ(Sai) ⊆ Sai+1; àíàëîãè÷íî äëÿ Sbi. Ëåâûé

èäåàë Rf + Rg ÿâëÿåòñÿ ëåâûì m-èäåàëîì, êîýôôèöèåíòíûå ëå-

âûå èäåàëû êîòîðîãî îáðàçóþò öåïü Sa0+Sb0 ⊆ . . . ⊆ Sak+Sbk ⊆
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Sak+1 + Sbk+1 = . . .. Êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2, ïîýòîìó Rf + Rg � ãëàâíûé ëåâûé

m-èäåàë ïîëóêîëüöà R.

3. Àíàëîã òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå äëÿ

ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

íàä ïîëóêîëüöàìè ñ äåëåíèåì è íàä í¼òåðîâûìè ïîëóêîëüöàìè. Ñ

ïîìîùüþ m-èäåàëîâ äëÿ èçâåñòíûõ êîëüöåâûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâî-

äÿòñÿ èõ àíàëîãè äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîëóêîëüöîì ñ äåëåíèåì íàçûâàåòñÿ ïîëó-

êîëüöî ñ 1, â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì; ïîëó-

êîëüöî ñ äåëåíèåì, íå ÿâëÿþùååñÿ òåëîì, íàçûâàåòñÿ ïîëóòåëîì,

à êîììóòàòèâíîå ïîëóòåëî � ïîëóïîëåì.

Ïóñòü φ � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà ñ äåëåíèåì F . Îïèñàíèå

ëåâûõ m-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà F [x, φ] ïðîñòî. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ

ëåâàÿ φ-öåïü ïîëóêîëüöà F ñîñòîèò èç íóëåâûõ è íåñîáñòâåííûõ

èäåàëîâ; äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ îïðåäåëÿþò íóëåâîé m-èäåàë ïîëó-

êîëüöà F [x, φ] è m-èäåàë, ñîâïàäàþùèé ñ F [x, φ]. Ïóñòü ñåé÷àñ

Bk = F � ïåðâûé íåíóëåâîé èäåàë â ëåâîé φ-öåïè B0, B1, . . .. Ïî-

ñêîëüêó ýíäîìîðôèçì φ íåíóëåâîé, òî 0 ̸= φ(Bk) ⊆ Bk+1, îòêóäà

Bk+1 = F . Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì Bn = F äëÿ ëþáîãî n ≥ k. Òî-

ãäà ëåâûé m-èäåàë B∗, ñîîòâåòñòâóþùèé ëåâîé φ-öåïè B0, B1, . . .,

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ìíîãî÷ëåíîì xk.
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Åñëè φ � àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà ñ äåëåíèåì F , òî ïðàâûå

φ-öåïè áóäóò ñîñòîÿòü èç èäåàëîâ ïîëóêîëüöà F , ïîýòîìó ñòðîåíèå

ïðàâûõm-èäåàëîâ èç F [x, φ] áóäåò òàêèì æå, êàê ëåâûõm-èäåàëîâ.

Ñèòóàöèÿ èçìåíèòñÿ, åñëè φ àâòîìîðôèçìîì íå ÿâëÿåòñÿ. Íèæå â

ïðèìåðå 3.3 ðàññìîòðåíî ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïî-

ëóïîëåì ⟨Q+,∨, ·⟩ ñ èíúåêòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì φ. Ýëåìåíòû

ïîñòðîåííûõ â ïðèìåðå ïðàâûõ φ-öåïåé (çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëü-

íîãî) íå ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè â Q+, è çàäàâàåìûå ýòèìè φ-öåïÿìè

ïðàâûå m-èäåàëû â Q+[x, φ] óæå íå áóäóò ãëàâíûìè. Áîëåå òîãî,

ïðèâåäåí ïðèìåð ïðàâîãîm-èäåàëà, äàæå íå ÿâëÿþùåãîñÿ êîíå÷íî

ïîðîæäåííûì.

Èçâåñòíî, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ (à òàêæå ëåâîå êîëüöî êî-

ñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ èíúåêòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì) íàä òåëîì ÿâ-

ëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [23, ïðåäë.

15.1], [45, theorem 2.9]). Ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëó-

òåëîì óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì ãëàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ. Îäíà-

êî, ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ïîëóêîëüöå êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëóêîëüöîì ñ äåëåíèåì â òåðìèíàõ m-èäåàëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè F � ïîëóêîëüöî ñ äåëåíèåì, φ � ýí-

äîìîðôèçì F , òî R = F [x, φ] � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ,

êàæäûé ëåâûé m-èäåàë êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Åñëè φ � àâ-

òîìîðôèçì, òî êàæäûé ïðàâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà R = F [x, φ]

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = fix
i + . . . , g = gjx

j + . . . � òàêèå

íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû èç R, ÷òî fg = 0, à fi, gj � èõ ìëàäøèå

(íåíóëåâûå) êîýôôèöèåíòû. Òîãäà fiφ
i(gj) = 0. Ñëó÷àé i = 0 âëå-

÷åò figj = 0, ïîýòîìó íåâîçìîæåí. Åñëè i ̸= 0, òî φi(gj) = 0, îòêóäà

φ(a) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî a ̸= 0. Òîãäà φ(1) = φ(a−1)φ(a) = 0 âëå÷åò,

÷òî φ� íóëåâîé ýíäîìîðôèçì. Âíîâü ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äî-
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êàçûâàåò, ÷òî R íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

íåíóëåâîãî ëåâîãîm-èäåàëà B ïîëóêîëüöà R ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó

φ-öåïü êîýôôèöèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ èìååò âèä 0, . . . , 0, F, F, . . .

ñ ïåðâûì èäåàëîì F íà k-îì ìåñòå. Ïîýòîìó B = (xk). Ñòðîåíèå

ïðàâûõ m-èäåàëîâ â ñëó÷àå àâòîìîðôèçìà φ ðàññìîòðåíî ïåðåä

ïðåäëîæåíèåì.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì Q+[x] � ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü A ⊆
Q+[x] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íåíóëåâîé ñòåïåíè. Î÷å-

âèäíî, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì ïîëóêîëüöà Q+[x]. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí f , ïîðîæäàþùèé èäåàë A. ßñíî, ÷òî

degf = 1 è f0 = 0, ò. å. îí èìååò âèä f = ax, a ∈ Q+\ {0}. Ïðè ýòîì
êàæäûé ìíîãî÷ëåí âèäà x + b, ãäå b ∈ Q+, äîëæåí äåëèòüñÿ íà f ,

÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, A íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì.

Ïðèìåð 3.2. Ïîêàæåì, ÷òî íå êàæäûé ãëàâíûé ëåâûé èäåàë

ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, à çíà÷èò, è ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ, ÿâëÿåòñÿ ëåâûì m-èäåàëîì. Ïóñòü Q+ � ïîëóïîëå íåîòðèöà-

òåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ãëàâíûé èäåàë B = (1 + x) ïîëóêîëüöà

Q+[x] ÿâëÿåòñÿ m-èäåàëîì. Òîãäà B ñîäåðæèò 1 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ñîâïàäàåò ñ Q+[x]. Íî ÿñíî, ÷òî íå êàæäûé ìíîãî÷ëåí êðàòåí

ìíîãî÷ëåíó 1 + x.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì ñëåâà,

åñëè S íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé öåïè ëåâûõ

èäåàëîâ.

Õàðàêòåðèçàöèÿ í¼òåðîâûõ ïîëóêîëåö èçâåñòíà è ñîâïàäàåò ñ

êîëüöåâîé.
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Ïðåäëîæåíèå 3.2. [40, prop. 6.16] Äëÿ ïîëóêîëüöà S ðàâíî-

ñèëüíû óñëîâèÿ:

1) S � í¼òåðîâî ñëåâà;

2) ëþáîå ìíîæåñòâî ëåâûõ èäåàëîâ èç S èìååò ìàêñèìàëüíûé

ýëåìåíò;

3) êàæäûé ëåâûé èäåàë èç S êîíå÷íî ïîðîæäåí.

Â ìîíîãðàôèè Äæ. ÌàêÊîííåëëà è Äæ. Ðîáñîíà [45] ïðèâî-

äèòñÿ ïðèìåð (example 2.11(ii)) ïðàâîãî (à çíà÷èò, è ëåâîãî) êîëü-

öà F [x, φ] êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F ñ èíúåêòèâíûì ýíäî-

ìîðôèçìîì φ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ í¼òåðîâûì ñïðàâà (ñîîòâ., ñëåâà).

Ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïðàâûõ èäåàëîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ïðàâûõ m-èäåàëîâ. Êëàññ ïîëåé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êëàññîì ïîëó-

ïîëåé, ïîýòîìó ïðèâåäåì àíàëîãè÷íûé ïðèìåð äëÿ ïîëóïîëåé. Ïî-

êàæåì, ÷òî ëåâîå ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëóïîëåì ñ

èíúåêòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì íå îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ ïðàâûõ m-èäåàëîâ.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü S = ⟨Q+,∨, ·⟩ � àääèòèâíî èäåìïîòåíòíîå

ïîëóïîëå íåîòðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (∨ � îïåðàöèÿ

âçÿòèÿ ìàêñèìóìà äâóõ ÷èñåë), φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì

ïîëóêîëüöà S, çàäàííûé φ(a) = a2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

B1 = φ(S),

B2 = φ(S) ∪ 2φ2(S),

B3 = φ(S) ∪ 2φ2(S) ∪ 3φ3(S),

B4 = φ(S) ∪ 2φ2(S) ∪ 3φ3(S) ∪ 5φ4(S),

. . .

Bk = φ(S) ∪ p1φ
2(S) ∪ . . . ∪ pk−1φ

k(S),
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ãäå pi � i-îå ïðîñòîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ

i ≤ k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî φi(S)φk(S) = φi(S). Îòñþäà ïîëó-

÷àåì Bkφ
k(S) = Bk. Î÷åâèäíî, êàæäîå Bk ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì

(îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∨) ïîäìîíîèäîì Q+, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî

k ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ⊂ Bk−1 ⊂ Bk ⊆ Bk ⊆ . . .

ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé φ-öåïüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B∗
k ñîîòâåòñòâóþùèé

ýòîé ïðàâîé φ-öåïè ïðàâûé m-èäåàë. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì áåñêî-

íå÷íóþ ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ öåïü B∗
1 ⊂ B∗

2 ⊂ B∗
3 ⊂ . . . ïðàâûõ

m-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà R = S[x, φ]. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé B∗
k ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì ïðàâûì m-èäåàëîì ñ îáðàçóþùèìè

x, 2x2, 3x3, 5x4, . . . , pk−1x
k. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé èç îäíî÷ëåíîâ

x = φ(1)x èëè pi−1x
i = pi−1φ

i(1)xi ëåæèò â ïðàâîì èäåàëå B∗
k, ïî-

ýòîìó xR + 2x2R + . . . + pk−1x
kR ⊆ B∗

k. Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ B∗
k

è axi � ïðîèçâîëüíûé îäíî÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f . Ýëåìåíò a ëåæèò

â íåêîòîðîì Bi, ïîýòîìó a ∈ φ(S), ëèáî a ∈ pj−1φ
j(S) äëÿ íåêî-

òîðîãî j ≤ i. Â ïåðâîì ñëó÷àå a = φ(u) äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ S è

òîãäà axi = φ(u)xi = x · uxi−1. Âî âòîðîì ñëó÷àå a = pj−1φ
j(v)

äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ S è axi = pj−1φ
j(v)xi = pj−1x

j · vxi−j. Ïîëó÷è-

ëè, ÷òî êàæäûé axi ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîãî îáðàçóþùåãî

íà ïîäõîäÿùèé ìíîãî÷ëåí èç R. Ñëåäîâàòåëüíî, f ðàâåí êîíå÷-

íîé ñóììå ïðîèçâåäåíèé îáðàçóþùèõ íà ìíîãî÷ëåíû èç R, ïîýòîìó

B∗
k ⊆ xR + 2x2R + . . . + pk−1x

kR. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íèêà-

êàÿ ñòðîãî ìåíüøàÿ ïîäñèñòåìà îáðàçóþùèõ íå áóäåò ïîðîæäàòü

B∗
k. Òàêèì îáðàçîì, B∗

1 � ãëàâíûé ïðàâûé m-èäåàë, ïîðîæäåííûé

x, à äëÿ âñåõ k > 1 B∗
k ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè, íî íå

ãëàâíûìè ïðàâûìè m-èäåàëàìè ïîëóêîëüöà S[x, φ].

Åñëè æå ìû ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ

ïðàâóþ φ-öåïü 0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ⊂ Bk ⊂ . . ., òî ïðàâûé m-
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èäåàë B∗, ñîîòâåòñòâóþùèé åé, íå áóäåò êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f1, . . . , fk ∈ B∗. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîýô-

ôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ íåñîêðàòèìûìè äðîáÿìè, è

ïóñòü pn � ìàêñèìàëüíîå èç ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèñóòñòâóþùèõ â ðàç-

ëîæåíèè ÷èñëèòåëÿ èëè çíàìåíàòåëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ

fi, i = 1, . . . , k. Òîãäà pn+1x
n+2 ëåæèò â B∗, íî íå ëåæèò â ïðàâîì

èäåàëå, ïîðîæäåííîì ìíîãî÷ëåíàìè f1, . . . , fk.

Â èçâåñòíîé òåîðåìå Ãèëüáåðòà î áàçèñå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä í¼òåðîâûì ñëåâà êîëüöîì í¼òåðîâî ñëå-

âà. Äëÿ êîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ S[x, φ] â ñëó÷àå, åñëè φ ÿâ-

ëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì, èç ïðàâîé (èëè ëåâîé) í¼òåðîâîñòè êîëü-

öà S ñëåäóåò ïðàâàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâàÿ) í¼òåðîâîñòü êîëüöà

S[x, φ] [45, theorem 2.9]. Â òîé æå ðàáîòå ïðèâåäåí ïðèìåð (example

2.1(iii)) êîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ R[x, φ] íàä êîëüöîì ãëàâíûõ

èäåàëîâ ñ èíúåêòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì φ, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ

í¼òåðîâûì íè ñëåâà, íè ñïðàâà. Äëÿ ïîëóêîëåö òåîðåìà Ãèëüáåðòà

î áàçèñå íå âåðíà.

Ïðèìåð 3.4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íåíó-

ëåâîé ñòåïåíè â ïîëóêîëüöå N[x]. Î÷åâèäíî, ÷òî B � èäåàë â N[x].
Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû x, x+1, x+2, . . . îáÿçàíû ëåæàòü â ëþáîé

ñèñòåìå îáðàçóþùèõ èäåàëà B. Ñëåäîâàòåëüíî, èäåàë B íå ÿâëÿ-

åòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, õîòÿ êàæäûé èäåàë â ïîëóêîëüöå N
êîíå÷íî ïîðîæäåí (ñì., íàïðèìåð, [30], [4, ïðåäë. 8.1]).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä í¼òåðî-

âûì ïîëóêîëüöîì S áóäåò í¼òåðîâûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà S

� í¼òåðîâî êîëüöî. Ïðèâëå÷åíèå m-èäåàëîâ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå (äëÿ ïîëóêîëüöà

êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ).
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü φ � àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Òîãäà

ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) S � í¼òåðîâî ñëåâà (ñïðàâà) ïîëóêîëüöî;

2) S[x, φ] íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé öåïè

ëåâûõ (ïðàâûõ) m-èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2) Ïóñòü S � í¼òåðîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî è

B1 ⊆ B2 ⊆ . . . � âîçðàñòàþùàÿ öåïü ëåâûõ m-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà

S[x, φ]. Äëÿ ëåâîãîm-èäåàëà Bi áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bi0, Bi1, . . .

åãî êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i

âûïîëíÿåòñÿ φ(Bii) ⊆ Bi,i+1 ⊆ Bi+1,i+1, îòêóäà ïîëó÷àåì âîçðàñ-

òàþùóþ öåïü B11 ⊆ φ−1(B22) ⊆ φ−2(B33) ⊆ . . . ëåâûõ èäåàëîâ

ïîëóêîëüöà S. Â ñèëó ëåâîé í¼òåðîâîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

k ∈ N, èìååì φ−k+1(Bk,k) = φ−k(Bk+1,k+1) = . . .. Èç òîãî, ÷òî φ ÿâ-

ëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì, ñëåäóåò φ(Bss) = Bs+1,s+1 äëÿ âñåõ s ≥ k.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî φj(Bkk) = Bk+j,k+j äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî j. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî j, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèþ 0 ≤ i ≤ j, âûïîëíÿåòñÿ

φj(Bkk) ⊆ Bk,k+j ⊆ Bk+i,k+j ⊆ Bk+j,k+j = φj(Bkk),

îòêóäà Bk,k+j = Bk+i,k+j. Åñëè i > j, òî

φi(Bkk) ⊆ φi−j(Bk,k+j) ⊆ φi−j(Bk+i,k+j) ⊆ Bk+i,k+i = φi(Bkk),

îòêóäà φi−j(Bk,k+j) = φi−j(Bk+i,k+j). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

Bk,k+j = Bk+i,k+j. Òàêèì îáðàçîì, ó ëåâûõ m-èäåàëîâ Bk, Bk+1, . . .

êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà ïðè xk+j ñîâïàäàþò äëÿ ëþáîãî öå-

ëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî j. Ïóñòü i = 0, 1, . . . , k − 1. Ðàññìîòðèì

âîçðàñòàþùóþ öåïü B1i ⊆ B2i ⊆ . . . êîýôôèöèåíòíûõ ëåâûõ èäåà-

ëîâ. Ñóùåñòâóåò òàêîå ni ∈ N, ÷òî Bni,i = Bji äëÿ êàæäîãî j ≥ ni.
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Ïóñòü r = max{n0, . . . , nk−1, k}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ s, t ≥ r âûïîë-

íÿåòñÿ Bsi = Bti äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . .. Ïîëó÷èëè, ÷òî ó ëåâûõ

m-èäåàëîâ Bs è Bt ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòíûå

ìíîæåñòâà, îòêóäà Bs = Bt.

Ïóñòü S � í¼òåðîâî ñïðàâà ïîëóêîëüöî, è C1 ⊆ C2 ⊆ . . . � âîç-

ðàñòàþùàÿ öåïü ïðàâûõm-èäåàëîâ ïîëóêîëüöà S[x, φ]. Äëÿ ïðàâî-

ãî m-èäåàëà Ci îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci0, Ci1, . . . åãî êîýôôèöèåíòíûå

ìíîæåñòâà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè φ � àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, òî

êîýôôèöèåíòíûå ìíîæåñòâà êàæäîãî ïðàâîãî èäåàëà ïîëóêîëüöà

S[x, φ] ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè èäåàëàìè â S. Ïîýòîìó äëÿ âîçðàñòàþ-

ùåé öåïè C11 ⊆ C22 ⊆ C33 ⊆ . . . ïðàâûõ èäåàëîâ ïîëóêîëüöà S

â ñèëó ïðàâîé í¼òåðîâîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k ∈ N, èìååì
Css = Cs+1,s+1 äëÿ âñåõ s ≥ k. Äàëåå ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ êàê è

äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ, è ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

2) ⇒ 1) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âîçðàñòàþùóþ öåïü S1 ⊆ S2 ⊆
. . . ëåâûõ (ïðàâûõ) èäåàëîâ ïîëóêîëüöà S è ïîêàæåì, ÷òî îíà

ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k. Êàæäîìó ëåâîìó (ïðà-

âîìó) èäåàëó Si ýòîé öåïè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî

S∗
i ⊆ S[x, φ], ñîñòàâëåííîå èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñâîáîäíûé ÷ëåí

êîòîðûõ ëåæèò â Si. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå èç S
∗
i ÿâëÿåò-

ñÿ ëåâûì (ïðàâûì) m-èäåàëîì (äðóãèìè ñëîâàìè, S∗
i îïðåäåëÿåòñÿ

ëåâîé (ïðàâîé) φ-öåïüþ Si, S, S, . . .). ßñíî, ÷òî S
∗
1 , S

∗
2 , . . . îáðàçóþò

âîçðàñòàþùóþ öåïü. Ïî óñëîâèþ ýòà öåïü ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò. å.

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k ∈ N, èìååì S∗
s = S∗

k äëÿ âñåõ s ≥ k, îòêóäà

ïîëó÷èì Ss = Sk äëÿ âñåõ s ≥ k.



Ãëàâà 2

Õàðàêòåðèçàöèè è ñâîéñòâà

ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëóêîëåö

êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Âûÿñíÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñâîéñòâàìè

ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ïîëóêîëüöà åãî êîýôôèöèåíòîâ.

Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå õàðàêòåðèçàöèè ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ.

4. Èäåìïîòåíòû â ïîëóêîëüöàõ êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ

Â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ èäåìïîòåíòû ïîëóêîëåö êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ, âûÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè öåíòðàëüíûõ

äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ïî-

ëóêîëüöà åãî êîýôôèöèåíòîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî êîíãðóýíöèåé íà ïîëóêîëüöå S íàçûâàåòñÿ îòíî-

øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, ñòàáèëüíîå îòíîñèòåëüíî ïîëóêîëüöå-

âûõ îïåðàöèé:

a ∼ b, c ∼ d ⇒ a + c ∼ b + d, ac ∼ bd.
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Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

f = f0 + f1x + . . . + fkx
k,

g = g0 + g1x + . . . + gmx
m

ïîëóêîëüöà R = S[x, φ] è ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ïîëîæèì:

f ≡n g ⇐⇒ f0 = g0, . . . , fn−1 = gn−1.

Â ÷àñòíîñòè, f ≡1 g ⇐⇒ f0 = g0. Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îò-

íîøåíèå ≡n ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà R. Êëàññ íóëÿ ýòîé êîíãðó-

ýíöèè åñòü èäåàë Rxn. Î÷åâèäåí òàêæå èçîìîðôèçì S ∼= R/ ≡1 .

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü hn : R → R/ ≡n � åñòåñòâåííûé

ýïèìîðôèçì. Òîãäà hn(Rx) � íèëüïîòåíòíûé èäåàë â hn(R)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî h1(Rx) ÿâëÿåòñÿ íó-

ëåâûì èäåàëîì ïîëóêîëüöà h1(R) ∼= S. Ïðè n > 1 äîñòàòî÷íî çà-

ìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå n ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâûìè ñâîáîäíûìè

÷ëåíàìè ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, ó êîòîðîãî ïåðâûå n êîýôôèöèåí-

òîâ íóëåâûå.

Ëåììà 4.1. Äëÿ ëþáîãî a ∈ S ðàâåíñòâà ax = xa è a = φ(a)

ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ax = xa ñëåäóåò ax = φ(a)x, ñëåäîâàòåëüíî,

a = φ(a). Åñëè a = φ(a), òî xa = φ(a)x = ax.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîëóêîëüöî, â êîòîðîì äëÿ ëþáîãî åãî ýëå-

ìåíòà a èç a + a = a ñëåäóåò a = 0, íàçîâåì ïîëóêîëüöîì áåç

àääèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ àääèòèâíî ñîêðà-

òèìûì, åñëè a + c = b + c âëå÷åò a = b äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ S.
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Ïðèìåð 4.1. Êëàññ ïîëóêîëåö áåç àääèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ

ñòðîãî ñîäåðæèò êëàññ àääèòèâíî ñîêðàòèìûõ ïîëóêîëåö. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè a + a = a, òî àääèòèâíàÿ ñîêðàòèìîñòü âëå-

÷åò a = 0. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ (áåç íóëÿ) ÷èñåë,

S = (N × N) ∪ {(0, 0)}. Ïîëîæèì (a, b) ⊕ (c, d) = (a + c, b ∨ d) è

(a, b) · (c, d) = (ac, bd), ãäå + ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñëîæåíèåì öåëûõ

÷èñåë, ∨ � âçÿòèå ìàêñèìóìà. Òîãäà (S,⊕, ·) � ïîëóêîëüöî áåç àä-

äèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ, íå ÿâëÿþùååñÿ àääèòèâíî ñîêðàòèìûì.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, f � ìíîãî÷ëåí èç R = S[x, φ] ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì

f0, n ∈ N, n ⩾ 2, hn : R → R/ ≡n � åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì.

1) Åñëè hn(f ) � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò â hn(R), òî f0 � íåíó-

ëåâîé èäåìïîòåíò â S.

2) Åñëè hn(f ) ëåæèò â öåíòðå hn(R), òî f0 ëåæèò â öåíòðå

R è f0 = φ(f0).

Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç àääèòèâíûõ

èäåìïîòåíòîâ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

3) Åñëè hn(f ) � èäåìïîòåíò â hn(R) è f0 � öåíòðàëüíûé èäåì-

ïîòåíò â R, òî hn(f ) = hn(f0).

4) Åñëè hn(f ) � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò â hn(R), òî f0 �

öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò â R, f0 = φ(f0) è hn(f ) = hn(f0).

5) Åñëè f � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò â R, òî f ∈ S è f =

φ(f ).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî óñëîâèþ f ̸= 0. Ïîñêîëüêó hn(f ) ÿâëÿåò-

ñÿ èäåìïîòåíòîì, òî f ≡n f 2. Ñâîáîäíûå ÷ëåíû ó f è f 2 ðàâíû,

ïîýòîìó f0 = f 2
0 � èäåìïîòåíò ïîëóêîëüöà S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f0 = 0. Òîãäà f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f = (a + gx)xk, ãäå a ∈ S \ {0}, g ∈ R, k ≥ 1.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî a � ýòî êîýôôèöèåíò ïðè xk â ìíîãî÷ëåíå f , à

êîýôôèöèåíò ïðè xk â ìíîãî÷ëåíå f 2 ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó a = 0,

ïðîòèâîðå÷èå.

2) Ïóñòü hn(f ) ëåæèò â öåíòðå hn(R). Òîãäà

hn(fx) = hn(f )hn(x) = hn(x)hn(f ) = hn(xf ).

Ïîëó÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè x ìíîãî÷ëåíîâ fx è xf ðàâíû,

ñëåäîâàòåëüíî, f0x = xf0. Òàêèì æå îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f0
ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç S. Ñëåäîâàòåëüíî, f0 ëåæèò

â öåíòðå R. Ïî ëåììå 4.1 f0 = φ(f0).

3) Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, åñëè hn(f ) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

hn(f ) = f0 + f1x + . . . + fn−1x
n−1 ̸= 0. Çàìåòèì, ÷òî f0 ̸= 0 ïî

ïóíêòó 1). Èç hn(f ) = (hn(f ))
2 = f 2

0 +(f0f1+f1φ(f0))x+ . . . ñëåäóåò

f1 = f0f1 + φ(f0)f1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ(f0) = f0, ïîëó÷àåì f0f1 =

f0f1 + f0f1. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ àääèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëó÷èì

f0f1 = 0 è f1 = 0. Èíäóêöèåé ïîêàæåì, ÷òî fk = 0 äëÿ 1 ≤ k ≤ n−1.

Ñ ó÷åòîì èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èìååì fk = f0fk+fkφ(f0) =

f0fk + f0fk, îòêóäà f0fk = 0 è fk = 0. Òàêèì îáðàçîì, hn(f ) = f0 =

hn(f0).

4) Ïî ïóíêòó 1) f0 � èäåìïîòåíò, ïî ïóíêòó 2) � öåíòðàëüíûé

â R è f0 = φ(f0). Ïî ïóíêòó 3) hn(f ) = hn(f0).

5) Ïóñòü k òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî deg(f ) < k. Ðàññìîòðèì

åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì hk : R → R/ ≡k. Òîãäà hk(f ) ≡ f ,

ïîýòîìó f � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò â hk(R). Ïî ïóíêòó 4) f0 ≡
hk(f0) = hk(f ) ≡ f , îòêóäà f ∈ S è f = f0 = φ(f0) = φ(f ).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ àáåëåâûì, åñëè

êàæäûé åãî èäåìïîòåíò ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì.
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Ïðåäëîæåíèå 4.3. Åñëè S � ïîëóêîëüöî áåç àääèòèâíûõ

èäåìïîòåíòîâ, φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S è

R = S[x, φ], òî ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R � àáåëåâî ïîëóêîëüöî;

2) R/ ≡2 � àáåëåâî ïîëóêîëüöî;

3) R/ ≡n � àáåëåâî ïîëóêîëüöî äëÿ âñåõ n ∈ N;
4) S � àáåëåâî ïîëóêîëüöî è φ(e) = e äëÿ êàæäîãî èäåìïîòåí-

òà èç S.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 4). Î÷åâèäíî, ÷òî S � àáåëåâî ïîëóêîëüöî.

Ïóñòü e � èäåìïîòåíò â S. Îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå èäåìïîòåíòîì â R,

ïîýòîìó ëåæèò â öåíòðå ïîëóêîëüöà R, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå

4.1 φ(e) = e.

4) ⇒ 1). Ïóñòü f � èäåìïîòåíò ïîëóêîëüöà R. Òîãäà f0 ÿâëÿåòñÿ

èäåìïîòåíòîì àáåëåâà ïîëóêîëüöà S, ïîýòîìó f0 öåíòðàëåí â S.

Ïîñêîëüêó f0 = φ(f0), òî ïî ëåììå 4.1 f0x = xf0, ñëåäîâàòåëüíî, f0
� öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò â R. Ïóñòü deg(f ) = n, è hn+1 : R →
R/ ≡n+1 � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà hn+1(f ) = hn+1(f0)

ïî ïðåäëîæåíèþ 4.2 ïóíêò 3), îòêóäà f = f0, è f � öåíòðàëüíûé

èäåìïîòåíò ïîëóêîëüöà R.

2) ⇒ 4). Ïóñòü h2 : R → R/ ≡2 � åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì.

Î÷åâèäíî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ïîëóêîëüöîì. Ïóñòü e � èäåì-

ïîòåíò èç S. Òîãäà h2(e) � èäåìïîòåíò àáåëåâà ïîëóêîëüöà h2(R).

Ïîýòîìó h2(xe) = h2(x)h2(e) = h2(e)h2(x) = h2(ex). Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, h2(xe) = h2(φ(e)x), îòêóäà ïîëó÷àåì ex ≡2 φ(e)x è e = φ(e).

4) ⇒ 3). Ïóñòü hn(f ) � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò â hn(R). Ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 4.2 ïóíêò 1) f0 ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì èäåìïîòåíòîì â S,

ïîýòîìó φ(f0) = f0. Òîãäà ïî ëåììå 4.1 xf0 = f0x, è f0 � öåíòðàëü-

íûé èäåìïîòåíò â R. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.2 ïóíêò 3) hn(f ) = hn(f0)

� öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò â hn(R).
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3) ⇒ 2). Î÷åâèäíî.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿå-

ìûõ èäåìïîòåíòîâ ïîëóêîëåö S, R = S[x, φ] è hn(R).

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, f � ìíîãî÷ëåí èç R = S[x, φ] ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì

f0, n ∈ N, n ⩾ 2, hn : R → R/ ≡n � åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè hn(f ) � öåíòðàëüíûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò â

hn(R), òî f0 � öåíòðàëüíûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò â R,

f0 = φ(f0) è hn(f ) = hn(f0);

2) åñëè f � öåíòðàëüíûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò â R, òî

f ∈ S è f = φ(f );

3) ìíîæåñòâî BR âñåõ öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåí-

òîâ ïîëóêîëüöà R ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì βS âñåõ òàêèõ

öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ e ïîëóêîëüöà S, ÷òî

φ(e) = e;

4) ìíîæåñòâî Bhn(R) âñåõ öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïî-

òåíòîâ ïîëóêîëüöà hn(R) ñîâïàäàåò ñ hn(βS) ∼= βS.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñëó÷àé hn(f ) = 0 î÷åâèäåí, ïîýòîìó ïóñòü

hn(f ) ̸= 0. Èç f ≡n f 2 ñëåäóåò f0 = f 2
0 . Åñëè f0 = 0, òî äëÿ

ìëàäøåãî (íåíóëåâîãî) ÷ëåíà axk, 0 < k < n, ïîëó÷àåì, ÷òî ó

f 2 ÷ëåí k-îé ñòåïåíè ðàâåí íóëþ, ïðîòèâîðå÷èå. Î÷åâèäíî, ÷òî f0
ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì â S. Èç hn(f )hn(x) = hn(x)hn(f ) ïîëó÷èì

f0x = xf0 = φ(f0)x, ñëåäîâàòåëüíî, f0 � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò

ïîëóêîëüöà R è f0 = φ(f0). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f èìååò

âèä f0 + f1x + . . . + fn−1x
n−1, à äîïîëíåíèå ê hn(f ) � êëàññ hn(g)
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äëÿ g = g0 + g1x + . . . + gn−1x
n−1. Èç ðàâåíñòâ

hn(f )hn(g) = hn(0), (1)

hn(f ) + hn(g) = hn(1) (2)

ïîëó÷àåì:

f0g0 = 0, f0 + g0 = 1, fi + gi = 0 äëÿ i = 1, . . . , n− 1.

ßñíî, ÷òî g0 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì èäåìïîòåíòîì è φ(g0) = g0. Ïî-

êàæåì èíäóêöèåé, ÷òî fk = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n−1. Èç (1) èìååì

0 = f0g1 + f1φ(g0) = f0g1 + f1g0. Îòñþäà 0 = g0(f0g1 + f1g0) = f1g0
è 0 = f0(f0g1 + f1g0) = f0g1. Äàëåå, 0 = f0(f1 + g1) = f0f1.

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 = f1g0 + f0f1 = f1(g0 + f0) = f1, áàçà èí-

äóêöèè óñòàíîâëåíà. Èç (1) â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

ñëåäóåò 0 = f0gk + fkg0. Îòêóäà 0 = g0(f0gk + fkg0) = fkg0 è

0 = f0(f0gk + fkg0) = f0gk. Êðîìå ýòîãî 0 = f0(fk + gk) = f0fk.

Òàêèì îáðàçîì, èç (2) ïîëó÷àåì 0 = fkg0 + fkf0 = fk(g0 + f0) = fk.

Ñëåäîâàòåëüíî, hn(f ) = hn(f0).

2) Ïóñòü n � öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f . Ðàñ-

ñìîòðèì åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì hn : R → R/ ≡n. Òîãäà hn(f )

ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì äîïîëíÿåìûì èäåìïîòåíòîì â hn(R). Èç

ïóíêòà 1) hn(f ) = hn(f0), ïîýòîìó f = f0 ∈ S è φ(f ) = φ(f0) =

f0 = f .

3) Âêëþ÷åíèå BR ⊆ βS äîêàçàíî â ïóíêòå 2). Ëþáîé e ∈ βS

ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì èäåìïîòåíòîì â R, à óñëîâèå φ(e) = e âëå-

÷åò ex = xe, è ïîñêîëüêó e ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç

S, òî e � öåíòðàëüíûé ýëåìåíò â R.

4) Ñëåäóåò èç ïóíêòîâ 1) è 3).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà S è åãî ýíäîìîð-

ôèçìà φ âêëþ÷åíèå e ∈ βS âëå÷åò e⊥ ∈ βS; ýòî ñëåäóåò èç åäèí-
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ñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ ó ëþáîãî öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåì-

ïîòåíòà ïîëóêîëüöà S. Äàëåå íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

ìíîæåñòâî βS ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì ñ åäèíèöåé êîëüöà ⟨BS,⊕, ·⟩.
Ïîäêîëüöî βS ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì ïîäêîëüöîì BS. Íàïðè-

ìåð, ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó àòîìîâ ïîëíîé àòîìíîé áóëåâîé ðå-

øåòêè L. Îíà ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà φ ðåøåòêè L. Àòî-

ìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåïîäâèæíûìè ïðè èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêå, íå

áóäóò ëåæàòü â βL.

5. Ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

êîììóòàòèâíîñòü, äåëèòåëè íóëÿ,

íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû

Â ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîëóêîëüöà êî-

ñûõ ìíîãî÷ëåíîâ: êîììóòàòèâíîñòü, îòñóòñòâèå äåëèòåëåé íóëÿ è

íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, ðèêêàðòîâîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S. Òîãäà S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ â

òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R = S[x, φ] � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé

íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ, f, g

� íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû èç R, a, b � ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíî-

ãî÷ëåíîâ f è g ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíî-

ãî÷ëåíà fg ðàâåí aφm(b), ãäå m = deg(f ) � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

f . Òàê êàê ýíäîìîðôèçì φ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, òî èç b ̸= 0

ñëåäóåò φ(b) ̸= 0 , îòêóäà ïî èíäóêöèè φm(b) ̸= 0, ïîýòîìó ñòàð-

øèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà fg îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîëó÷èëè, ÷òî
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R � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ èìå-

åò ìåñòî, ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóêîëüöîì ïîëóêîëüöà áåç

äåëèòåëåé íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì

ñïðàâà, åñëè êàæäûé åãî ïðàâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, R = S[x, φ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) R � èíâàðèàíòíîå ñïðàâà ïîëóêîëüöî;

2) R � êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî;

3) S � êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî è φ ≡ 1S � òîæäåñòâåí-

íûé àâòîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíî 3), òî S[x, φ] = S[x] ÿâëÿåòñÿ

êîììóòàòèâíûì ïîëóêîëüöîì, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ 3)

⇒ 2). Òàêæå î÷åâèäíà èìïëèêàöèÿ 2) ⇒ 1).

1) ⇒ 3). Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû èç S.

Ïðàâûé èäåàë (1+x)R ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, ïîýòîìó b(1+x) = (1+x)f

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè n, ñî ñòàðøèì êîýôôèöè-

åíòîì fn è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì f0. Òîãäà b + bx = φ(fn)x
n+1 + g

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ R, deg(g) ≤ n. Îòñþäà n = 0, b = φ(fn) è

fn = f0 = f ∈ S. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî b + bx = f0 + φ(f0)x, îò-

êóäà φ(f0) = b = f0, ñëåäîâàòåëüíî, φ(b) = b äëÿ ëþáîãî b ∈ S.

Ïîýòîìó φ ≡ 1S. Àíàëîãè÷íî, äëÿ èäåàëà (a + x)R íàéäåòñÿ ìíî-

ãî÷ëåí f , deg(f ) = n, ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì fn, òàêîé, ÷òî

b(a + x) = (a + x)f = φ(fn)x
n+1 + g, deg(g) ≤ n. Òîãäà n = 0,

f = c ∈ S, ñëåäîâàòåëüíî, ba + bx = ac + φ(c)x = ac + cx. Ïðè-

ðàâíÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû, è ïîëó÷èì b = c, îòêóäà

ba = ab, çíà÷èò, S êîììóòàòèâíî.
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Ëåììà 5.1. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ.

1) Åñëè a, b ∈ S, òî ab = 0 ⇔ ba = 0 ⇔ aSb = bSa = 0.

2) Åñëè a, b, c ∈ S, òî abc = 0 ⇔ acb = 0.

3) Åñëè a1, . . . , ak ∈ S è a1 . . . ak = 0, òî aσ(1) . . . aσ(k) = 0 äëÿ

ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ èíäåêñîâ 1, . . . , k.

4) annr(a) = annr(a
n) äëÿ ëþáûõ a ∈ S è n ∈ N.

5) Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ S annr(B) � èäåàë è

annr(B) = annr(SBS) = {a ∈ S : SBS ∩ SaS = 0};

àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëåâûõ àííóëÿòîðîâ.

6) Êàæäûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò èç S öåíòðàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ab = 0, òîãäà 0 = b(ab)a = (ba)2, îòêóäà

ba = 0. Èç ba = 0 ïîëó÷àåì bas = 0 äëÿ ëþáîãî s ∈ S, ïîýòîìó

asb = 0 è aSb = 0.

2) Åñëè abc = 0, òî èñïîëüçóÿ ïóíêò 1), ïîëó÷àåì 0 = acbc =

acbacb = (acb)2. Â ïîëóêîëüöå S íåíóëåâûå íèëüïîòåíòíûå ýëåìåí-

òû îòñóòñòâóþò, ñëåäîâàòåëüíî, acb = 0.

3) ñëåäóåò èç ïóíêòîâ 1) è 2).

4) Âêëþ÷åíèå annr(a) ⊆ annr(a
n) î÷åâèäíî. Ïóñòü ans = 0, òîãäà

ansn = 0, îòêóäà ïîëó÷àåì (as)n = 0, ïîýòîìó as = 0.

5) Îáîçíà÷èì D = {a ∈ S : SBS ∩ SaS = 0}. Äëÿ ëþáîãî

a ∈ D è ëþáîãî b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ ba ∈ SBS ∩ SaS = 0, ñëåäîâà-

òåëüíî, D ⊆ annr(B); àíàëîãè÷íî, D ⊆ annl(B). Ïî 1) annr(B) =

annl(B) ⊆ annr(SBS). Åñëè a ∈ annr(SBS), òî (SBS ∩ SaS)2 = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, SBS∩SaS = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî annr(SBS) ⊆ D.

6) Ïóñòü e � äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò è s ∈ S. Òîãäà ïî ïóíêòó

1) es = es(e + e⊥) = ese. Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì se =

ese.
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Ïðåäëîæåíèå 5.3. Åñëè φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, òî ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è φ �æåñò-

êèé ýíäîìîðôèçì;

2) S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è aφn(a) ̸= 0

äëÿ âñåõ n ∈ N è a ∈ S \ {0};
3) S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è φn(a)b =

bφn(a) = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ a, b ∈ S, ÷òî ab = 0;

4) äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ S[x, φ] ðàâåíñòâî fg = 0 ðàâ-

íîñèëüíî ðàâåíñòâó C(f )∩C(g) = 0, ãäå C(f ) � èäåàë ïîëóêîëüöà

S, ïîðîæäåííûé âñåìè êîýôôèöèåíòàìè fi ìíîãî÷ëåíà f ;

5) S[x, φ] � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîëóêîëüöå, óäî-

âëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ 1), íàéäåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî n îòëè÷íîå îò åäèíèöû, òàêîå, ÷òî aφn(a) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

a ∈ S \ {0}. Òîãäà äëÿ b = aφn−1(a) èìååì

bφ(b) = aφn−1(a)φ(aφn−1(a)) = aφn−1(a)φ(a)φn(a) = 0

ïî ëåììå 5.1. Èç æåñòêîñòè φ ñëåäóåò b = aφn−1(a) = 0, ïðîòèâî-

ðå÷èå.

2) ⇒ 3). Ïóñòü ab = 0, òîãäà φ(a)φ(b) = 0. Ïîëó÷àåì

bφ(a)φ(bφ(a)) = bφ(a)φ(b)φ2(a) = 0. Èç óñëîâèÿ ïðè n = 1 ïî-

ëó÷àåì, ÷òî ýíäîìîðôèçì φ ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì, ñëåäîâàòåëüíî,

bφ(a) = 0. Ïî èíäóêöèè bφn(a) = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
3) ⇒ 4). Ïóñòü C(f ) ∩ C(g) = 0, òîãäà figj = 0 äëÿ âñåõ êî-

ýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f è g. Ïî óñëîâèþ fiφ
i(gj) = 0, çíà÷èò,

fg = 0. Îáðàòíî, ïóñòü fg = 0. Äîêàæåì, ÷òî figj = 0. Èíäóêöèåé

ïî j ïîêàæåì, ÷òî f0gj = 0 äëÿ ëþáîãî j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (fg)k êî-

ýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà fg ïðè xk. Ïîíÿòíî, ÷òî f0g0 = (fg)0 = 0.
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Ïóñòü f0gj = 0 äëÿ âñåõ j < k. Òîãäà ïî óñëîâèþ è â ñèëó ëåììû

5.1 f0fiφ
j(gj) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ N. Îáîçíà÷èâ b = φ0(b),

ïîëó÷àåì

0 = (fg)k = f0(fg)k = f0(
∑
i+j=k

fiφ
i(gj)) = f0f0φ

0(gk) = f 2
0gk.

Ïî ëåììå 5.1 ïîëó÷àåì (f0gk)
2 = 0, îòêóäà f0gk = 0. Èíäóêöèåé

ïî i äîêàæåì, ÷òî figj = 0. Äîïóñòèì, ÷òî figj = 0 âåðíî äëÿ âñåõ

i < n è âñåõ j.

Ïðåäñòàâèì f â âèäå f = f0+. . .+fn−1x
n−1+(fn+fn+1x+. . .)x

n =

α + βxn, α, β ∈ S[x, φ]. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ è óñëî-

âèþ èìååì αg = 0, ïîýòîìó βxng = 0. Ìíîãî÷ëåí xng èìååò âèä

φn(g0)x
n + φn(g1)x

n+1 + . . .. Ïî äîêàçàííîìó âûøå ïðîèçâåäåíèå

ñâîáîäíîãî ÷ëåíà fn ìíîãî÷ëåíà β íà ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò

ìíîãî÷ëåíà xng ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó fnφ
n(gj) = 0, îòêóäà ïî óñëî-

âèþ 0 = φn(fn)φ
n(gj) = φn(fngj) è fngj = 0 â ñèëó èíúåêòèâíîñòè

ýíäîìîðôèçìà φ. Òàêèì îáðàçîì çàêëþ÷àåì, ÷òî figj = 0 äëÿ âñåõ

i, j. Ïóñòü c ∈ C(f ) ∩ C(g), è c =
∑

afib =
∑

a′gjb
′ � êîíå÷íûå

ñóììû äëÿ íåêîòîðûõ a, b, a′, b′ ∈ S. Òîãäà ïî ëåììå 5.1 c2 = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, c = 0.

4) ⇒ 5). Äîïóñòèì, ÷òî S[x, φ] ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíûé ýëå-

ìåíò f , ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f 2 = 0. Òîãäà C(f ) =

C(f ) ∩ C(f ) = 0, îòêóäà f = 0.

5) ⇒ 1). Î÷åâèäíî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ êàæäîãî a ̸= 0 èç S ïîëó÷àåì 0 ̸= (ax)2 =

aφ(a)x2, îòêóäà aφ(a) ̸= 0.

Ëåììà 5.2. Äëÿ ïîëóêîëüöà S ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) S � ðèêêàðòîâî ñïðàâà èëè ñëåâà ïîëóêîëüöî, êàæäûé äî-

ïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò êîòîðîãî öåíòðàëåí;
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2) S � ðèêêàðòîâî ñïðàâà èëè ñëåâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ;

3) S � ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ;

4) êàæäûé ýëåìåíò â S � ïðîèçâåäåíèå öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿ-

åìîãî èäåìïîòåíòà è íåäåëèòåëÿ íóëÿ;

5) S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, è äëÿ ëþáî-

ãî åãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî èäåàëà B ñóùåñòâóåò òàêîé öåí-

òðàëüíûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò e ∈ S, ÷òî annr(B) =

annl(B) = eS = Se.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 3) ⇒ 2) î÷åâèäíà, à 2) ⇒ 1) ñëåäóåò

èç ëåììû 5.1.

1) ⇒ 4). Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñïðàâà ïîëóêîëüöî, â êîòîðîì

íàéäåòñÿ íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò s, ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü s2 = 0.

Òîãäà annr(s) = eS äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî

èäåìïîòåíòà e. Â ñèëó òîãî, ÷òî s2 = 0, èìååì s ∈ annr(s). Ïîýòî-

ìó s = es = se = 0, è S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåí-

òîâ. Ïî ëåììå 5.1 annl(a) = annr(a) = eS = Se äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ýëåìåíòà èç a ∈ S è íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåì-

ïîòåíòà e. Ïîëîæèì d = e⊥a+e. Ïîñêîëüêó a = a(e+e⊥) = ae⊥, òî

e⊥d = e⊥a+ e⊥e = e⊥a = a. Ïîêàæåì, ÷òî d íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

íóëÿ. Ïóñòü b ∈ annr(d). Òîãäà 0 = db = (e⊥a + e)b = e⊥ab + eb.

Ïîëó÷àåì 0 = e0 = e(e⊥ab+ eb) = eb, ñëåäîâàòåëüíî, e⊥ab = 0. Äà-

ëåå, ab = (e + e⊥)ab = eab = 0, îòêóäà b ∈ annr(a) = eS. Ïîëó÷àåì

b = eb = 0, è annr(d) = 0. Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà annl(d) = 0

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì.

4) ⇒ 3). Óñëîâèå 4) ÿâëÿåòñÿ ïðàâî-ëåâî-ñèììåòðè÷íûì, ïî-

ýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî S � ðèêêàðòîâî ñïðàâà. Ïóñòü

a ∈ S, è a = ed äëÿ íåêîòîðûõ öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåì-

ïîòåíòà e è íåäåëèòåëÿ íóëÿ d. Ïîêàæåì, ÷òî annr(a) = e⊥S. Âêëþ-
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÷åíèå e⊥S ⊆ annr(a) î÷åâèäíî. Ïóñòü 0 = as = eds, îòêóäà es = 0.

Òîãäà s = (e + e⊥)s = e⊥s è annr(a) ⊆ e⊥S. Ïîëó÷èëè, ÷òî S �

ðèêêàðòîâî ñïðàâà ïîëóêîëüöî. Î÷åâèäíî îòñóòñòâèå â S íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

3) ⇒ 5). Ïóñòü B =
∑k

i=1 SbiS � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé èäå-

àë, è ei � òàêèå öåíòðàëüíûå äîïîëíÿåìûå èäåìïîòåíòû, ÷òî

annr(bi) = eiS. Îáîçíà÷èì e = e1 . . . ek. Ýëåìåíò e ÿâëÿåòñÿ öåí-

òðàëüíûì äîïîëíÿåìûì èäåìïîòåíòîì (ñì., íàïðèìåð, [27, ïðåäë.

2.1.3]), è eS ⊆ annr(B). Åñëè s ∈ annr(B), òî s ∈ annr(bi) äëÿ êàæ-

äîãî bi, îòêóäà s = eis. Ïîýòîìó s = e1 . . . eks = es, è annr(B) ⊆ eS.

Ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè 5) ⇒ 3) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî àííó-

ëÿòîðû ýëåìåíòà b è ãëàâíîãî èäåàëà SbS ðàâíû ïî ëåììå 5.1.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Åñëè φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, R = S[x, φ], òî ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R � ðèêêàðòîâî ñïðàâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ;

2) R � ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ;

3) ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì öåíòðàëüíî-

ãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà, ëåæàùåãî â S, è íåäåëèòåëÿ íóëÿ;

4) S � ðèêêàðòîâî ñïðàâà èëè ñëåâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ è φ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäëîæåíèè 4.4, ïóíêò 2), áûëî äîêàçàíî, ÷òî

ïðîèçâîëüíûé öåíòðàëüíûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò èç R ëåæèò

â S. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 5.2 óñëîâèÿ 1), 2) è 3) ðàâíîñèëüíû.

1) ⇒ 4). Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3 S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ è φ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì. Áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü annr,R(a) êàê èäåàë ïîëóêîëüöà R. Ïî ëåììàì 5.2 è 5.1
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annr,R(a) = annr,R(RaR) = eR äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî äî-

ïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà e ïîëóêîëüöà R. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3 îò-

ñóòñòâèå íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ â R âëå÷åò óñëîâèå

aφn(a) ̸= 0 äëÿ ëþáûõ n ∈ N è a ∈ S \ {0}. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

deg(f 2) > deg(f ) äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè íå ìåíüøå 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èäåìïîòåíò ïîëóêîëüöà R ëåæèò â S. Ïîëó÷èëè,

÷òî e ∈ S. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâûé àííóëÿòîð annr(a) â ïîëóêîëüöå

S ñîâïàäàåò ñ eS, ò. å. S � ðèêêàðòîâî ñïðàâà ïîëóêîëüöî.

4) ⇒ 1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3 R � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíò-

íûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü f ∈ R. Ðàññìîòðèì èäåàë C(f ) ïîëóêîëüöà

S, ïîðîæäåííûé âñåìè êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f . Òàê êàê îí

êîíå÷íî ïîðîæäåí, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 5.2 annr(C(f )) = eS

äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S.

Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 5.1 e ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî-

ëóêîëüöà R, ïîýòîìó eR ⊆ annr(f ). Ïóñòü ñåé÷àñ g � ìíîãî÷ëåí,

ëåæàùèé â annr(f ). Èç fg = 0 ïîëó÷àåì C(f )∩C(g) = 0 ïî ïðåäëî-

æåíèþ 5.3. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ fi è

gj ìíîãî÷ëåíîâ f è g ñîîòâåòñòâåííî figj = 0, ïîýòîìó C(g) ⊆ eS.

Íî òîãäà g ∈ eR, è annr(f ) ⊆ eR. Ïîëó÷èëè, ÷òî ïðàâûé àííóëÿ-

òîð ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì ïîëóêîëüöà R, ïîðîæäàåìûì

äîïîëíÿåìûì èäåìïîòåíòîì e ∈ R. Äîêàçàëè, ÷òî R ðèêêàðòîâî

ñïðàâà.

6. Ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä

ïîëóêîëüöîì Áåçó

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïî-

ëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëóêîëüöîì Áåçó.
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Èçâåñòíî [22, òåîðåìà 1], ÷òî åñëè A � êîëüöî, â êîòîðîì êàæ-

äûé ëåâûé àííóëÿòîðíûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òî êîëüöî ìíî-

ãî÷ëåíîâ A[x] ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîëüöîì Áåçó òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà A � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå êîëüöî Áåçó, êàæäûé íåäåëè-

òåëü íóëÿ êîòîðîãî îáðàòèì â A. Äëÿ ïîëóêîëåö îáû÷íûõ (íåêî-

ñûõ) ìíîãî÷ëåíîâ ýòîò ðåçóëüòàò íå âåðåí � ñâîéñòâî ¾áûòü ïîëó-

êîëüöîì Áåçó¿ ïëîõî ïåðåíîñèòñÿ ñ ïîëóêîëüöà êîýôôèöèåíòîâ íà

ïîëóêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ.

Äëÿ ïîëóêîëåö îáû÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàìè áûëà äîêàçàíà ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà [52]:

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü âñå ëåâûå àííóëÿòîðíûå èäåàëû ïîëóêîëü-

öà S ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè, R = S[x]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäå-

íèÿ:

1) R � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, è êàæäûé

êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë èç R ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;

2) S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ëþáîé íåäåëè-

òåëü íóëÿ ïîëóêîëüöà S îáðàòèì â S.

Îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû íà ñëó÷àé ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ ïðåäñòàâëåíî íèæå.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ëåâîãî ïîëóêîëüöà

Áåçó [16, ëåììà 3.3]: ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì

Áåçó â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ m,n ∈ S íàéäóòñÿ òà-

êèå a, b, c, d ∈ S, ÷òî m = cam + cbn è n = dbn + dam.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü φ � òàêîé èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, ÷òî a ∈ Sφ(a)a äëÿ ëþáîãî a ∈ S.

1) φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS;
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2) åñëè â S âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè, òî

annl(a) = annl(φ(a)) äëÿ ëþáîãî a ∈ S, S � ïîëóêîëüöî áåç íèëü-

ïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, φ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü e ∈ BS è e = bφ(e)e äëÿ íåêîòîðîãî b ∈
S. Òîãäà eφ(e) = bφ(e)2e = e. Èç e⊥ = cφ(e⊥)e⊥ ñëåäóåò e⊥φ(e) = 0.

Ïîëó÷àåì φ(e) = (e + e⊥)φ(e) = e.

2) Ïóñòü a = bφ(a)a äëÿ ïîäõîäÿùåãî b ∈ S è ïóñòü s ∈
annl(φ(a)). Â ñèëó óñëîâèÿ 0 = sbφ(a) = sbφ(a)a = sa. Ïîêàçà-

ëè, ÷òî annl(φ(a)) ⊆ annl(a). Îáðàòíî, ïóñòü ra = 0 è r = cφ(r)r

äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ S. Ïîñêîëüêó φ(r)φ(a) = 0 è ëåâûé àííóëÿ-

òîð ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òî r = cφ(r)r ∈ annl(φ(a)). Òàêèì îáðàçîì,

annl(a) = annl(φ(a)).

Ïîêàæåì, ÷òî S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü s2 = 0. Òîãäà φ(s) ∈ annl(φ(s)) = annl(s), ïîýòîìó φ(s)s = 0.

Ïî óñëîâèþ s = tφ(s)s äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ S, ïîýòîìó s = 0.

Ïóñòü aφ(a) = 0, òîãäà a ∈ annl(φ(a)) = annl(a), ïîýòîìó a2 = 0

è a = 0. Ïîêàçàëè, ÷òî ýíäîìîðôèçì φ æåñòêèé.

Ëåììà 6.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà

S, R = S[x, φ] è R/ ≡2 � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

a ∈ S íàéäóòñÿ òàêèå f0, g0, u0, v0, b ∈ S, ÷òî

a = u0f0a, v0f0a = 0, v0g0 + bφ(a) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h : R → R/ ≡2 � åñòåñòâåííûé ýïè-

ìîðôèçì. Ïî óñëîâèþ h(R) � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ïîýòîìó

h(R)h(a) + h(R)h(x) � ãëàâíûé ëåâûé èäåàë â R/ ≡2. Ïî [16, ëåì-

ìà 3.3] (ñì. ôîðìóëèðîâêó ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîëóêîëüöà Áåçó)

ïîëó÷àåì:

h(a) = h(u)h(f )h(a) + h(u)h(g)h(x),

h(x) = h(v)h(g)h(x) + h(v)h(f )h(a)
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äëÿ íåêîòîðûõ f, g, u, v ∈ R. Ïóñòü f = f0 + f1x + . . . + fkx
k;

àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèå äëÿ îñòàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Òîãäà

a ≡2 ufa + ugx, x ≡2 vfa + vgx,

îòêóäà

a = u0f0a, v0f0a = 0, v0f1φ(a) + v1φ(f0)φ(a) + v0g0 = 1.

Îáîçíà÷èâ b = v0f1 + v1φ(f0), ïîëó÷àåì, v0g0 + bφ(a) = 1.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, R = S[x, φ], è âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ

èäåàëàìè. Åñëè R � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, òî S � ðèêêàðòîâî

ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, φ �æåñòêèé ýíäîìîðôèçì, φ(e) = e

äëÿ ëþáîãî e ∈ BS, ýëåìåíò φ(d) îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî íåäå-

ëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó. Òîãäà S ∼=
R/ ≡1 è R/ ≡2 ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè ïîëóêîëüöàìè Áåçó. Ïóñòü a ∈ S.

Ïî ëåììå 6.2 íàéäóòñÿ òàêèå f0, g0, u0, v0, b ∈ S, ÷òî a = u0f0a

è v0 ∈ annl(f0a) � èäåàë â S. Òîãäà v0g0u0 ∈ annl(f0a), îòêóäà

0 = v0g0u0f0a = v0g0a. Èç 1 = v0g0 + bφ(a) ñëåäóåò a = bφ(a)a.

Ïî ëåììå 6.1 ëåâûå àííóëÿòîðû ýëåìåíòîâ a è φ(a) ñîâïàäàþò,

ïîýòîìó èç v0g0a = 0 âûòåêàåò v0g0φ(a) = 0. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå

6.1 ýíäîìîðôèçì φ � æåñòêèé, à φ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî êîììó-

òàòèâíî â íóëå ïî ëåììå 2.2, ïîýòîìó ïîëó÷àåì v0g0bφ(a) = 0 è

bφ(a) = (bφ(a))2. Òàêèì îáðàçîì, bφ(a) � äîïîëíÿåìûé èäåìïî-

òåíò, à v0g0 � åãî äîïîëíåíèå. Ïî ëåììå 2.2 äîïîëíÿåìûå èäåì-

ïîòåíòû öåíòðàëüíû, ïîýòîìó v0g0 ∈ BS. Åñëè u ∈ annl(a), òî

uφ(a) = 0, ïîýòîìó u = uv0g0 + ubφ(a) = uv0g0. Ñëåäîâàòåëüíî,

annl(a) = Sv0g0, è S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî.
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Ïî ëåììå 6.1 φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS.

Ïóñòü d � íåäåëèòåëü íóëÿ â S. Äîêàçàíî, ÷òî d = bφ(d)d äëÿ

íåêîòîðîãî b ∈ S è bφ(d) ∈ BS. Åñëè bφ(d) ̸= 1, òî åãî äîïîëíåíèå

e îòëè÷íî îò íóëÿ, è òîãäà ed = ebφ(d)d = 0, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,

÷òî d � íåäåëèòåëü íóëÿ. Ïîýòîìó bφ(d) = 1. Ïîëó÷èëè, ÷òî φ(d) �

îáðàòèìûé ñëåâà ýëåìåíò â S. Îáîçíà÷èì u = φ(d)b, îòêóäà bu = b.

Òîãäà u = cφ(u)u äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ S è cφ(u) ∈ BS. Åñëè ur = 0

äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ S, òî br = bur = 0, à â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè

â íóëå è rb = 0, òîãäà rd = rbφ(d)d = 0, oòêóäà ñëåäóåò r = 0.

Òàêèì îáðàçîì, u � íåäåëèòåëü íóëÿ ïîëóêîëüöà S. Ïîâòî-

ðÿÿ ðàññóæäåíèÿ (êàê è äëÿ d), ïîëó÷àåì, ÷òî cφ(u) = 1, îòêóäà

φ(c)φ2(u) = 1. Òîãäà ýëåìåíò φ(c) îáðàòèì ñïðàâà, íî ïîñêîëüêó c

� íåäåëèòåëü íóëÿ, òî φ(c) îáðàòèì è ñëåâà. Ïîêàçàëè, ÷òî φ2(u)

� îáðàòèìûé ýëåìåíò. Èç φ2(u)φ(c) = 1 â ñèëó èíúåêòèâíîñòè φ

ïîëó÷àåì 1 = φ(u)c = φ2(d)φ(b)c è φ2(d) � îáðàòèìûé ñïðàâà ýëå-

ìåíò. Ëåâûì îáðàòíûì ê íåìó ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò φ(b). Ïîñêîëüêó â

ïîëóãðóïïå ñ åäèíèöåé ëåâûé è ïðàâûé îáðàòíûå ê ïðîèçâîëüíîìó

ýëåìåíòó, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ñîâïàäàþò, òî φ(b) ÿâëÿåòñÿ îáðàò-

íûì äëÿ φ2(d). Èç φ2(d)φ(b) = φ(b)φ2(d) = 1 â ñèëó èíúåêòèâíîñòè

φ ñëåäóåò φ(d)b = bφ(d) = 1, ïîýòîìó φ(d) îáðàòèì â S.

Ïðèìåð 6.1. Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 6.2, âåðíî â

êëàññå êîëåö [22, òåîðåìà 1], [23, òåîðåìà 15.13]. Äëÿ ïîëóêîëåö ýòî

íå òàê. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ äâóõýëåìåíòíîé öåïüþ, φ

� òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Òîãäà S � êîììóòà-

òèâíîå ïîëóêîëüöî Áåçó, ðèêêàðòîâî, 1 = φ(1) � åäèíñòâåííûé êàê

íåäåëèòåëü íóëÿ, òàê è îáðàòèìûé ýëåìåíò â S. Îäíàêî, R = S[x]

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì Áåçó; íàïðèìåð, Rx+R(1+x) íå ÿâëÿåòñÿ

ãëàâíûì èäåàëîì.
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Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè,

R = S[x, φ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

1) R � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è êàæäûé

êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë èç R ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;

2) S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, φ � æåñòêèé

ýíäîìîðôèçì, ýëåìåíò φ(d) îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî íåäåëèòåëÿ

íóëÿ d ∈ S;

Äîêàçàòåëüñòâî. 2) ⇒ 1). Ýíäîìîðôèçì φ ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì, ïî-

ýòîìó ïî ëåììå 2.2 ïóíêò 1) S � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ

ýëåìåíòîâ, ÷òî âëå÷åò îòñóòñòâèå íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ è â ïîëóêîëüöå R ïî ïðåäëîæåíèþ 5.3. Äîêàçàòåëüñòâî èì-

ïëèêàöèè çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåíèÿ 2.2.

1) ⇒ 2). Ïóñòü a, b ∈ S. Ðàññìîòðèì êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëå-

âûé m-èäåàë Ra + Rb, êîòîðûé ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëå-

âûì m-èäåàëîì Rf äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f = f0+ . . .+fkx
k.

Ïîñêîëüêó ó ðàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ ñîâïàäàþò èõ ñîîòâåòñòâóþùèå

êîýôôèöèåíòíûå ëåâûå èäåàëû, ïîëó÷àåì Sa + Sb = Sf0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó.

Äàëåå, Ra + Rx = Rh äëÿ íåêîòîðîãî h = h0 + . . . + hnx
n ∈ R.

Òîãäà a = uh, x = vh è h = fa+ gx äëÿ ïîäõîäÿùèõ f, g, u, v ∈ R.

Ïóñòü f = f0 + . . . + fkx
k, è àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåì

äëÿ äðóãèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîëó÷àåì a = u0f0a, 0 = v0f0a è 1 =

v0g0+bφ(a), ãäå b = v0f1+v1φ(f0). Îòêóäà ñëåäóåò annl(a) = Sv0g0,

è S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî (äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â

òåîðåìå 6.2).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî φ(d) îáðàòèì äëÿ êàæäîãî íåäåëèòåëÿ

íóëÿ ïîëóêîëüöà S. Íî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäå-

íèÿ ïðè îáîñíîâàíèè àíàëîãè÷íîãî ôàêòà â òåîðåìå 6.2, ïîñêîëüêó



� 6. Ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëóêîëüöîì Áåçó 69

â íàøåé ñèòóàöèè â ïîëóêîëüöå S âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, èñïîëü-

çóåìûå â óêàçàííîì äîêàçàòåëüñòâå.

Ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì, è åñëè

ê òîìó æå φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì, òî φ � æåñòêèé ýíäî-

ìîðôèçì. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ,

φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, R = S[x, φ]. Òîãäà

ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë èç R ÿâëÿåòñÿ

ãëàâíûì;

2) S � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, φ(a) îáðàòèì äëÿ ëþáîãî íåíó-

ëåâîãî a ∈ S.

Ñëåäñòâèå 6.2. [23, óòâåðæäåíèå 15.12] Ïóñòü A � êîëüöî áåç

äåëèòåëåé íóëÿ, φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì êîëüöà A, R =

A[x, φ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R � ëåâîå êîëüöî Áåçó;

2) R/Rx2 � ëåâîå êîëüöî Áåçó;

3) A � ëåâîå êîëüöî Áåçó, φ(a) îáðàòèì äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî

a ∈ A.



Ãëàâà 3

Ïèðñîâñêèå ñëîè

ïîëóêîëåö

êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Â ãëàâå 3 ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå çàâèñèìîñòåé ìåæäó àëãåáðàè-

÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ñâîéñòâàìè

ïîëóêîëüöà åãî êîýôôèöèåíòîâ. Îäíèì èç èíñòðóìåíòîâ, ïîçâî-

ëÿþùèõ âûÿâèòü öåëûé ðÿä òàêèõ ñâîéñòâ, ÿâëÿåòñÿ ïèðñîâñêèé

ïó÷îê. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïèðñîâñêèõ ïó÷-

êîâ ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èòü õàðàêòåðèçàöèþ ïî-

ëóêîëüöà S ÷åðåç ñâîéñòâà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ýòîãî ïîëóêîëüöà, à

òàêæå ÷åðåç ñâîéñòâà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç S.
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7. Õàðàêòåðèçàöèè ïîëóêîëåö êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç ïèðñîâñêèå ñëîè

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçëîæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå

äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïèðñîâñêèõ ïó÷êîâ ê èññëåäîâàíèþ ïîëóêîëåö êî-

ñûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ïîëóêîëåö êîñûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ ÷åðåç èõ ïèðñîâñêèå ñëîè.

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîëóêîëüöî,M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë

êîëüöà BS. Ââåäåì íà ïîëóêîëüöå S îòíîøåíèå:

a ≡ b(ρM) ⇔ ae⊥ = be⊥ äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ M.

Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà ïîëóêîëüöå S, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ ïèðñîâñêîé êîíãðóýíöèåé.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ôàêòîðïîëóêîëüöî S/ρM ïî ïèðñîâñêîé

êîíãðóýíöèè íàçûâàåòñÿ ïèðñîâñêèì ñëîåì ïîëóêîëüöà S.

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîëóêîëüöî. Ìíîæåñòâî MaxBS

âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ êîëüöà BS ñî ñòîóíîâñêîé òîïîëî-

ãèåé îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ íóëüìåðíûì êîìïàê-

òîì (êîìïàêòíûì õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçîé îòêðûòî-

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ); îòêðûòûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà D(A) =

{M ∈ MaxBS : M ⊉ A} äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èäåàëà A êîëüöà

BS, à ìíîæåñòâà âèäà D(e) = {M ∈ MaxBS : e /∈ M}, e ∈ BS,

îáðàçóþò áàçèñ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå P (S) = ∪̇S/αM

âñåõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì,

íàçûâàåìûì íàêðûâàþùèì, à ïàðà (P (S),MaxBS) îáðàçóåò ïèð-

ñîâñêèé ïó÷îê.
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Äëÿ êîëåö ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà ââåäåíà Ð.Ñ.Ïèðñîì [48], äëÿ

ïîëóêîëåö � Â.Â.×åðìíûõ [25]. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ èç

MaxBS â P (S) (êàæäàÿ òî÷êà M ∈ MaxBS îòîáðàæàåòñÿ â

¾ñâîé¿ ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM) íàçûâàþòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿ-

ìè. Ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ ïèðñîâñêîãî ïó÷êà èñ÷åðïûâàþòñÿ ñå÷åíè-

ÿìè âèäà ŝ, s ∈ S, ãäå ŝ(M) � êëàññ ýëåìåíòà s â ñëîå S/αM . Âàæ-

íûìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïèðñîâñêèõ ïó÷êîâ ê èññëåäîâàíèþ àëãåáð

ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèÿõ: êàæäîå êîëüöî (ïîëóêîëüöî)

ñ åäèíèöåé èçîìîðôíî êîëüöó (ïîëóêîëüöó) âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷å-

íèé ñâîåãî ïèðñîâñêîãî ïó÷êà [48, Theorem 4.4], [25, òåîðåìà 3].

Ñ äåòàëÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ïó÷êîâûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ìîæíî

îçíàêîìèòüñÿ â [27,50].

Óêàæåì âàæíûå ñâîéñòâà ïèðñîâñêèõ ïó÷êîâ, êîòîðûå áóäóò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ äàëåå â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 7.1. Äëÿ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ïèðñîâñêîãî ïó÷êà ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå ê ïèðñîâñêîãî ïó÷êà, ñîîòâåòñòâóþùåå

ýëåìåíòó e ∈ BS, â êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå S/αM ïðèíèìàåò

ëèáî çíà÷åíèå 0̂(M), ëèáî çíà÷åíèå 1̂(M);

2) ïóñòü â(M) = b̂(M) äëÿ a, b ∈ S. Òîãäà ñå÷åíèÿ â è b̂ ñîâïà-

äàþò è íà íåêîòîðîé îòêðûòî-çàìêíóòîé (íàïðèìåð, áàçèñíîé)

îêðåñòíîñòè U òî÷êè M ;

3) åñëè U � îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà

MaxBS, òî ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, íàçûâàåìîå õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèìè, ñîâïàäàþùåå ñ åäèíè÷íûì ñå÷åíèåì íà U è íó-

ëåâûì íà åãî äîïîëíåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ñòàíäàðòíû, èõ ìîæíî íàéòè, íà-

ïðèìåð, â [27].
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Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S è φ(e) = e

äëÿ ëþáîãî e ∈ BS. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.4 âûïîëíÿåòñÿ BS = BR ∼=
Bhn(R). Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà BS, αM , ρM , ξM
� ïèðñîâñêèå êîíãðóýíöèè íà ïîëóêîëüöàõ S,R è hn(R) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (A) ìíîæåñòâî âñåõ ïèðñîâñêèõ êîí-

ãðóýíöèé íà ïîëóêîëüöå A. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ

s : P (S) → P (R), s(αM) = ρM ,

t : P (S) → P (hn(R)), t(αM) = ξM

çàäàþò áèåêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè ïèðñîâñêèõ êîíãðóýíöèé íà

ïîëóêîëüöàõ S,R è hn(R).

Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà M êîëüöà BS ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ

ñóìì SM = {
∑

aiei : ai ∈ S, ei ∈ M} îáðàçóåò èäåàë ïîëóêîëüöà

S, ïîðîæäåííûé èäåìïîòåíòàìè èç M , à òàêæå ÿâëÿåòñÿ êëàññîì

íóëÿ ïèðñîâñêîé êîíãðóýíöèè αM .

Ïóñòü P � êëàññ ïîëóêîëåö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: ïîëó-

êîëüöî S ïðèíàäëåæèò P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ïèð-

ñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ïðèíàäëåæèò P .

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, R = S[x, φ], φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS, M � ìàê-

ñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà BS. Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) φ(SM) ⊆ SM ;

2) φ èíäóöèðóåò åñòåñòâåííûé èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì φ̄

ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM ;

3) R/ρM ∼= (S/αM)[x, φ̄];

4) hn(R)/ξM ∼= (S/αM)[x, φ̄]/ ≡n;

5) R ∈ P ⇔ (S/αM)[x, φ̄] ∈ P äëÿ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ

S/αM ;
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6) hn(R) ∈ P ⇔ (S/αM)[x, φ̄]/ ≡n∈ P äëÿ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî

ñëîÿ S/αM .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü m = a1e1 + . . . + akek ∈ SM äëÿ ai ∈
S, ei ∈ M . Òîãäà φ(m) = φ(a1)e1 + . . . + φ(ak)ek ∈ SM .

2) Ýëåìåíòû ôàêòîðïîëóêîëüöà S/αM îáîçíà÷èì ÷åðåç ā. Ñòàí-

äàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå φ̄ : S/αM → S/αM , çàäàííîå

ïðàâèëîì φ̄(ā) = φ(a), êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ïî-

ëóêîëüöà S/αM . Ïóñòü ā, b̄ ∈ S/αM òàêèå, ÷òî φ̄(ā) = φ̄(b̄). Òîãäà

φ(a) ≡ φ(b)(αM), îòêóäà φ(a)e = φ(b)e äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS \M .

Ïîñêîëüêó φ(e) = e, òî φ(ae) = φ(be). Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè φ ïî-

ëó÷àåì ae = be. Îòñþäà a ≡ b(αM), ā = b̄, è φ̄ � èíúåêòèâíûé

ýíäîìîðôèçì.

3) Ýëåìåíòû ôàêòîðïîëóêîëüöà R/ρM îáîçíà÷èì ÷åðåç [f ] äëÿ

ìíîãî÷ëåíà f = f0 + f1x + . . . + fkx
k. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå

γ : R/ρM → (S/αM)[x, φ̄], ïðè êîòîðîì γ([f ]) = f̄0+ f̄1x+ . . .+ f̄kx
k.

Åñëè [f ] = [g] äëÿ f, g ∈ R, òî fe⊥ = ge⊥ äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ M.

Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f è g ïî-

ëó÷àåì fie
⊥ = gie

⊥, ñëåäîâàòåëüíî, f̄i = ḡi. Ïîêàçàëè, ÷òî γ � îòîá-

ðàæåíèå. Ïóñòü ñåé÷àñ f̄0 + f̄1x+ . . .+ f̄kx
k = ḡ0 + ḡ1x+ . . .+ ḡkx

k,

ãäå k = max{deg f, deg g}. Òîãäà fi ≡ gi(αM), ò. å. fie
⊥
i = gie

⊥
i äëÿ

íåêîòîðûõ ei ∈ M, i = 0, . . . , k. Äëÿ ýëåìåíòà e = (e⊥0 . . . e⊥k )
⊥ ∈ M

èìååì fe⊥ = ge⊥, ïîýòîìó f ≡ g(ρM) è [f ] = [g]. Ñëåäîâàòåëüíî,

γ � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî γ � ñþðúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå. Îáû÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî γ ñîõðàíÿåò ïî-

ëóêîëüöåâûå îïåðàöèè.

4) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ïóíêò 3).

5) è 6) ñëåäóþò èç ïóíêòîâ 3), 4)

Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, φ(e) = e

äëÿ ëþáîãî e ∈ BS è ïóñòü R = S[x, φ] � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áå-
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çó. Ïî [16, òåîðåìà 5] ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êàæäûé ïèðñîâ-

ñêèé ñëîé R/ρM ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó.

Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 7.1 ïîëó÷àåì, ÷òî R � ëåâîå ïîëóêîëüöà

Áåçó â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó ÿâëÿåò-

ñÿ (S/αM)[x, φ̄] íàä ëþáûì ïèðñîâñêèì ñëîåì S/αM . Àíàëîãè÷íîå

ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ïîëóêîëåö A, ïèðñîâñêèå ñëîè

êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò òîìó æå êëàññó, ÷òî è A.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ çàìåíÿåìûì

ñïðàâà, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S òàêèõ, ÷òî a + b = 1, íàéäåò-

ñÿ äîïîëíÿåìûé íå îáÿçàòåëüíî öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò e òàêîé,

÷òî e ∈ aS, e⊥ ∈ bS.

Àáåëåâû ïîëóêîëüöà, ïîëóêîëüöà áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåí-

òîâ è çàìåíÿåìûå ñïðàâà ïîëóêîëüöà ïðèíàäëåæàò êëàññó P ; ýòî
ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâåííî â [15, ïðåäëîæåíèå 4], [17, ïðåäëîæåíèå

3], [16, òåîðåìà 4].

Óêàæåì åùå îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà P .

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïîëóêîëüöî S, â êîòîðîì äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà a íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò s ∈ S, ÷òî a = a2s, íàçûâàåòñÿ

ñòðîãî ðåãóëÿðíûì.

Ëåììà 7.2. Äëÿ ïîëóêîëüöà S ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) S � ñòðîãî ðåãóëÿðíîå ïîëóêîëüöî;

2) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ðå-

ãóëÿðíûì ïîëóêîëüöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 2) ñïðàâåäëèâà, ïîñêîëüêó

ôàêòîðïîëóêîëüöî ñòðîãî ðåãóëÿðíîãî ïîëóêîëüöà ñòðîãî ðåãóëÿð-

íî.
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2) ⇒ 1). Ïóñòü êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM , M ∈ MaxBS,

ñòðîãî ðåãóëÿðåí. Ïóñòü a ∈ S, åãî êëàññ â ñëîå S/αM îáîçíà÷èì

÷åðåç ā. Äëÿ êàæäîãî M ∈ MaxBS èìååì ā2s̄M = ā äëÿ ïîäõî-

äÿùåãî sM ∈ S. Òîãäà a2sMe⊥M = ae⊥M äëÿ íåêîòîðîãî eM ∈ M.

Ñóììà âñåõ ãëàâíûõ èäåàëîâ (e⊥M) â êîëüöå BS (íàïîìíèì, ÷òî

îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ â BS ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç ⊕) ÿâëÿåòñÿ èäåà-
ëîì, íå ëåæàùèì íè â îäíîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå èç BS. Ïîýòîìó

e⊥1 u1⊕ . . .⊕ e⊥k uk = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ui ∈ BS. Ïåðåõîäÿ ê îïåðàöè-

ÿì ïîëóêîëüöà S, ïîëó÷àåì e⊥1 t1 + . . . + e⊥k tk = 1 äëÿ ïîäõîäÿùèõ

ti ∈ S. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâèòåëåé si ∈ {sM} ñïðàâåä-

ëèâû ðàâåíñòâà a2sie
⊥
i = ae⊥i . Òîãäà a2(s1e

⊥
1 t1 + . . . + ske

⊥
k tk) =

a(e⊥1 t1 + . . . + e⊥k tk) = a, è S � ñòðîãî ðåãóëÿðíî.

Ëåììà 7.2 è öèòèðîâàííûå ïåðåä íåé ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïî-

ëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ÿâíûì ñëåäñòâèåì

ïðåäëîæåíèÿ 7.1.

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, R = S[x, φ] è φ(e) = e äëÿ e ∈ BS. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ:

1) R � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó (àáåëåâî, ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ, çàìåíÿåìîå ñïðàâà, ñòðîãî ðåãóëÿðíîå) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM

ïîëóêîëüöî (S/αM)[x, φ̄] � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó (àáåëåâî, ïîëó-

êîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, çàìåíÿåìîå ñïðàâà, ñòðîãî

ðåãóëÿðíîå);

2) hn(R) � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó (àáåëåâî, ïîëóêîëüöî

áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, çàìåíÿåìîå ñïðàâà, ñòðîãî

ðåãóëÿðíîå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî

ñëîÿ S/αM ïîëóêîëüöî (S/αM)[x, φ̄]/ ≡n � ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó
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(àáåëåâî, ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, çàìåíÿåìîå

ñïðàâà, ñòðîãî ðåãóëÿðíîå).

Çàìå÷àíèå 7.1. Óòâåðæäåíèå î ñòðîãî ðåãóëÿðíîì ïîëóêîëü-

öå îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ïðåäëîæåíèÿ 7.2. Îíî

ëèøü ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíî âåðíûì, íî ìàëî ÷òî îïèñûâàåò. Äåëî â

òîì, ÷òî äëÿ ñòðîãîé ðåãóëÿðíîñòè ïîëóêîëüöà R íåîáõîäèìà ñïðà-

âåäëèâîñòü, äîïóñòèì, ðàâåíñòâà x2f (x) = x äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-

ãî÷ëåíà f (x). Ïî ýòîé ïðè÷èíå, óòâåðæäåíèå ìåíåå ïîëåçíî, ÷åì

ïðåäâàðÿþùàÿ åãî ëåììà 7.2.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ïîëóêîëüöî áåç íåíóëåâûõ àääèòèâíî îáðà-

òèìûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ àíòèêîëüöîì.

Îòìåòèì, ÷òî ôàêòîðïîëóêîëüöî àíòèêîëüöà íå îáÿçàòåëüíî áó-

äåò àíòèêîëüöîì. Íàïðèìåð, ïóñòü N � ïîëóêîëüöî öåëûõ íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ∼m � îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ m.

Òîãäà N/ ∼m èçîìîðôíî êîëüöó âû÷åòîâ Zm. Îäíàêî, ïèðñîâñêèå

ñëîè àíòèêîëüöà áóäóò àíòèêîëüöàìè.

Ëåììà 7.3. Ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) S � àíòèêîëüöî:

2) S[x, φ] � àíòèêîëüöî;

3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ àíòèêîëü-

öîì;

4) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S[x, φ] ÿâëÿåòñÿ àíòè-

êîëüöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f+g = 0 äëÿ íåêîòî-

ðûõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü fi, gj � èõ ìëàäøèå íåíóëåâûå

êîýôôèöèåíòû. Òîãäà i = j è èç fi+gi = 0 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
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2) ⇒ 1). Ïîëóêîëüöî S áóäåò àíòèêîëüöîì, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ

ïîäïîëóêîëüöîì àíòèêîëüöà S[x, φ].

1) ⇒ 3). Ïóñòü ā, b̄ ∈ S/αM � ïèðñîâñêèé ñëîé è ā+ b̄ = 0̄. Òîãäà

(a + b)e = 0 äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS \M . Èç ae + be = 0 ïîëó÷àåì

ae = be = 0, îòêóäà ā = b̄ = 0̄.

3) ⇒ 1). Ïóñòü a + b = 0 äëÿ a, b ∈ S. Òîãäà â(M) + b̂(M) =

0̂(M) â êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå S/αM . Â ñèëó óñëîâèÿ ïîëó÷àåì

â(M) = 0̂(M) äëÿ êàæäîãî M ∈ MaxBS. Íî òîãäà â � íóëåâîå

ñå÷åíèå, ïîýòîìó a = 0 ïî [27, òåîðåìà 4.2.13].

2) ⇔ 4). Î÷åâèäíî â ñèëó äîêàçàííîé ðàâíîñèëüíîñòè 1) ⇔ 3).

Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 7.6. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñèììåòðè÷å-

ñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c, d ∈ S âûïîëíÿåòñÿ bc = bd ⇔ cb = db

Îïðåäåëåíèå 7.7. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ arp-ïîëóêîëüöîì,

åñëè îíî ðåãóëÿðíî (äëÿ ëþáîãî a ∈ S ðàçðåøèìî óðàâíåíèå axa =

a), ïîëîæèòåëüíî (ýëåìåíò a+ 1 îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî a ∈ S),

è êàæäûé åãî èäåìïîòåíò e öåíòðàëåí (àáåëåâî); arp-ïîëóêîëüöî

íàçûâàåòñÿ áóëåâûì, åñëè êàæäûé åãî èäåìïîòåíò äîïîëíÿåì.

Ñî ñòðóêòóðíîé òåîðèåé arp-ïîëóêîëåö ìîæíî ïîçíàêîìèòü-

ñÿ â [5], ïó÷êîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ arp-ïîëóêîëåö ðàññìîòðåíû

â [27, �5.3].

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS è R = S[x, φ]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè S � ðåãóëÿðíîå ñëàáî ñèììåòðè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, ëþ-

áîé èäåìïîòåíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì äîïîëíÿåìûì
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èäåìïîòåíòîì, òî êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ, â êîòîðîì êàæäûé ëåâûé

m-èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;

2) åñëè S � áóëåâî ïîëóêîëüöî, òî êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé

ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ àíòèêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ, â êî-

òîðîì êàæäûé ëåâûé m-èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, óêàçàííîå â ôîð-

ìóëèðîâêå. Ïî [15, ïðåäëîæåíèå 9] êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé

S/αM ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ äåëåíèåì. Ïîêà-

æåì, ÷òî (S/αM)[x, φ̄] � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ïóñòü

f = fix
i + . . . , g = gjx

j + . . . � òàêèå íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû èç

(S/αM)[x, φ̄], ÷òî fg = 0, è fi, gj ̸= 0 � èõ ìëàäøèå êîýôôèöè-

åíòû. Òîãäà fiφ̄
i(gj) = 0. Ñëó÷àé i = 0 âëå÷åò figj = 0, ïîýòîìó

íåâîçìîæåí. Åñëè i ̸= 0, òî φ̄i(gj) = 0, îòêóäà φ̄(a) = 0 äëÿ íåêîòî-

ðîãî a ̸= 0. Òîãäà φ̄(1) = φ̄(a−1)φ̄(a) = 0, ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó

ïðîèçâîëüíûé ïèðñîâñêèé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ íåíóëåâîé

åäèíèöåé, à ýíäîìîðôèçì φ̄ ñîõðàíÿåò åäèíèöó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

F ïîëóêîëüöî ñ äåëåíèåì S/αM , è ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé íåíó-

ëåâîé ëåâûé m-èäåàë ïîëóêîëüöà F [x, φ̄]. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó

φ̄-öåïü êîýôôèöèåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ èìååò âèä ëèáî F, F, . . .,

ëèáî 0, . . . , 0, F, F, . . . ñ ïåðâûì èäåàëîì F íà k-îì ìåñòå. Â ïåðâîì

ñëó÷àå B = F [x, φ̄], âî âòîðîì B = (xk−1), è B � ãëàâíûé ëåâûé

èäåàë. Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 7.1, ïóíêòû 2) è 3), çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî.

2) Ïî [15, ïðåäëîæåíèå 10, ëåììà 7] âñå ïèðñîâñêèå ñëîè S/αM

ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ àíòèêîëüöàìè ñ äåëåíèåì. Äàëåå äîêàçà-

òåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1), ñ ó÷åòîì ëåììû 7.3.
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8. Ïèðñîâñêèå ñëîè ïîëóêîëåö ñ óñëîâèÿìè íà

àííóëÿòîðû

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðîãî ðèêêàðòîâû è ðèêêàðòîâû ïîëóêîëüöà

ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè. Äàþòñÿ õàðàêòåðèçà-

öèè ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä òàêèìè ïîëóêîëüöàìè, â

÷àñòíîñòè, â òåðìèíàõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, A � èäåàë êîëüöà BS.

Òîãäà ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) D(A) � îòêðûòî-çàìêíóòîå â MaxBS ìíîæåñòâî;

2) A � ãëàâíûé èäåàë êîëüöà BS.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ïóñòü D(A) � îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî â MaxBS. Òîãäà A ⊈ M äëÿ ëþáîãî M ∈ D(A), ïîýòîìó

íàéäåòñÿ ýëåìåíò eM ∈ A \M. Ñåìåéñòâî {D(eM) : M ∈ D(A)} ïî-
êðûâàåò D(A). Ïðîñòðàíñòâî MaxBS êîìïàêòíî, D(A) çàìêíóòî,

ïîýòîìó âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {D(e1), . . . , D(ek)}. Ïîëó-
÷àåìD(A) = D(e1)∪. . .∪D(ek) = D(e) äëÿ ýëåìåíòà e = e1∨. . .∨ek,
è A ïîðîæäàåòñÿ êàê èäåàë â BS ýëåìåíòîì e.

2) ⇒ 1). Ïóñòü A = eBS äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS. Òîãäà

D(e) ∩ D(e⊥) = ∅ è D(e) ∪ D(e⊥) = MaxBS, ñëåäîâàòåëüíî,

D(A) = D(e) � îòêðûòî-çàìêíóòî â MaxBS.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ýëåìåíò s ∈ S íàçûâàåòñÿ ëåâûì óðàâíè-

òåëåì ýëåìåíòîâ a, b ∈ S, åñëè sa = sb.

Ìíîæåñòâî eql(a, b) = {s ∈ S : sa = sb} âñåõ ëåâûõ óðàâíèòåëåé
ýëåìåíòîâ a, b ∈ S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì èäåàëîì ïîëóêîëüöà S.
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Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç

ëåâûõ óðàâíèòåëåé, åñëè eql(a, b) = 0 äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a, b ∈
S.

Ïðàâîñòîðîííèå ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûì îáðà-

çîì, ïðàâûé óðàâíèòåëü îáîçíà÷àåòñÿ eqr(a, b).

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ðèêêàð-

òîâûì ñëåâà, åñëè ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S èõ ëåâûé óðàâíèòåëü

eql(a, b) ïîðîæäàåòñÿ êàê ëåâûé èäåàë öåíòðàëüíûì äîïîëíÿåìûì

èäåìïîòåíòîì èç S. Ñòðîãî ðèêêàðòîâî ñïðàâà ïîëóêîëüöî îïðå-

äåëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì.

Ëåììà 8.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ïîëóêîëüöî ñòðîãî ðèêêàðòîâî ñëåâà â òî÷íîñòè òîãäà, êî-

ãäà îíî ñòðîãî ðèêêàðòîâî ñïðàâà;

2) ñòðîãî ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñèì-

ìåòðè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü eql(a, b) = Se, e ∈ BS, è r ∈ eql(a, b).

Òîãäà r = se äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ S. Èç ea = eb ñëåäóåò ae = be,

aes = bes è ar = br â ñèëó öåíòðàëüíîñòè e. Ïîêàçàëè âêëþ÷åíèå

eql(a, b) ⊆ eqr(a, b). Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ

îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ïîýòîìó eqr(a, b) = eS.

2) Â ñèëó ïóíêòà 1) ïîëó÷àåì ñëàáóþ ñèììåòðè÷íîñòü:

ac = bc ⇔ c ∈ eqr(a, b) ⇔ c ∈ eql(a, b) ⇔ ca = cb.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 8.2, äîãîâîðèìñÿ â äàëüíåéøåì óïîòðåáëÿòü

òåðìèí ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî.
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Â [17, òåîðåìà 1] ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîãî ðèêêàðòîâûõ ïîëó-

êîëåö ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëàáîé ñèììåòðè÷íîñòè è òîïîëîãè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ïèðñîâñêîãî ïó÷êà. Ñåé÷àñ ìû äàäèì íîâóþ õàðàêòåðèçà-

öèþ ñòðîãî ðèêêàðòîâûõ ïîëóêîëåö.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Ïîëóêîëüöî S ñòðîãî ðèêêàðòîâî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM � ïîëóêîëüöî

áåç ëåâûõ (ðàâíîñèëüíî, ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé è eql(a, b) ∩ BS �

ãëàâíûé èäåàë êîëüöà BS äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî, S/αM

� åãî ïðîèçâîëüíûé ïèðñîâñêèé ñëîé. Ïóñòü d̂(M)â(M) =

d̂(M)b̂(M) äëÿ d, a, b ∈ S. Äîïóñòèì, d̂(M) ̸= 0̂(M). Ïî ñâîé-

ñòâàì ïó÷êîâ ñå÷åíèÿ d̂a è d̂b ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé îòêðûòîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè M . Òîãäà ýòè ñå÷åíèÿ ñîâïàäàþò è íà íåêîòî-

ðîé îòêðûòî-çàìêíóòîé (íàïðèìåð, áàçèñíîé) îêðåñòíîñòè U òî÷êè

M . Ïóñòü û � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñå÷åíèå ìíîæåñòâà U , ñîâïàäà-

þùåå ñ åäèíè÷íûì ñå÷åíèåì íà U è ñ íóëåâûì íà MaxBS \ U .

Ïî óñëîâèþ eql(ua, ub) = Se äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS. Çàìåòèì,

÷òî uda = udb, ïîñêîëüêó íà U ðàâíû ñå÷åíèÿ d̂a è d̂b, à íà

MaxBS \U âûïîëíÿåòñÿ û = 0̂. Ýëåìåíò u � öåíòðàëüíûé â S, ïî-

ýòîìó d ∈ eql(ua, ub), îòêóäà ïîëó÷àåì d = de. Ñå÷åíèå ê â êàæäîì

ïèðñîâñêîì ñëîå ïðèíèìàåò ëèáî íóëåâîå, ëèáî åäèíè÷íîå çíà÷å-

íèå, è òàê êàê 0̂(M) ̸= d̂(M) = d̂(M)ê(M), òî ê(M) = 1̂(M). Èìååì

â(M) = ê(M)û(M)â(M) = ê(M)û(M)b̂(M) = b̂(M), ñëåäîâàòåëü-

íî, ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM � ïîëóêîëüöî áåç ëåâûõ óðàâíèòåëåé.

Äàëåå, åñëè f ∈ eql(a, b) ∩ BS, òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ S âûïîëíÿ-

åòñÿ f = se, îòêóäà fe = f. Çíà÷èò, eql(a, b)∩BS � ãëàâíûé èäåàë

â BS. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Îáðàòíî. Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç S. Îáîçíà÷èì

÷åðåç A = eql(a, b)∩BS � èäåàë êîëüöàBS, à ÷åðåç U � ìíîæåñòâî
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âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà MaxBS, â êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñå÷åíèÿ â

è b̂. Ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè:

M ∈ U ⇔ â(M) = b̂(M) ⇔ ea = eb äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS \M
⇔ A ⊈ M ⇔ M ∈ D(A),

ïîýòîìó U = D(A). Ïî óñëîâèþ A � ãëàâíûé èäåàë â BS, ïî-

ýòîìó ïî ëåììå 8.1 U � îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â MaxBS.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñå÷åíèå ìíîæåñòâà U , ðàâíîå 1̂ íà

U è 0̂ íà MaxBS \ U. ßñíî, ÷òî îíî èìååò âèä ê äëÿ íåêîòîðîãî

e ∈ BS. Ïîñêîëüêó êâ = êb̂, òî e ∈ eql(a, b). Ïóñòü s ∈ eql(a, b), òî-

ãäà ŝâ = ŝb̂. Ïî óñëîâèþ ïèðñîâñêèå ñëîè � ïîëóêîëüöà áåç ëåâûõ

óðàâíèòåëåé, ñëåäîâàòåëüíî, ŝ(N) = 0̂(N) äëÿ êàæäîãî N ̸∈ U .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ŝê = ŝ, se = s, è eql(a, b) = Se. Ïîêàçàëè, ÷òî S

� ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî.

Çàìå÷àíèå 8.1. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå â ïðåäëîæåíèè 8.1 ñèì-

ìåòðè÷íî, ïîñêîëüêó eql(a, b) ∩BS = eqr(a, b) ∩BS.

Îïðåäåëåíèå 8.4. Ïóñòü R = S[x, φ], f = f0 + f1x + . . . , g =

g0+g1x+. . . ∈ R è fi ̸= gi � ïåðâàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ

ó f, g. Ìíîãî÷ëåíû f̃ = fix
i+fi+1x

i+1+ . . . , g̃ = gix
i+gi+1x

i+1+ . . .

íàçîâåì ïîäõîäÿùåé ïàðîé äëÿ f è g. Åñëè deg f < deg g è fi = gi
äëÿ âñåõ i ≤ deg f , òî f̃ = 0, g = f + g̃.

Îïðåäåëåíèå 8.5. Ïîëóêîëüöî R = S[x, φ] íàçîâåì ïîëóêîëü-

öîì ìíîãî÷ëåíîâ áåç ëåâûõ (ïðàâûõ) ñëàáûõ óðàâíèòåëåé, åñëè íó-

ëåâîé ìíîãî÷ëåí, è òîëüêî îí, ÿâëÿåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) óðàâíè-

òåëåì ïîäõîäÿùåé ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ f̃ , g̃ äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ

f, g ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå 8.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïî-

ëóêîëüöà S, R = S[x, φ]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:



� 8. Ïèðñîâñêèå ñëîè ïîëóêîëåö ñ óñëîâèÿìè íà àííóëÿòîðû 84

1) S � ïîëóêîëüöî áåç ëåâûõ (ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà R � ïîëóêîëüöî áåç ëåâûõ (ïðàâûõ) ñëàáûõ

óðàâíèòåëåé;

2) åñëè S � àääèòèâíî ñîêðàòèìîå ïîëóêîëüöî è R � ïîëóêîëü-

öî áåç ëåâûõ (ïðàâûõ) ñëàáûõ óðàâíèòåëåé, òî R � ïîëóêîëüöî áåç

ëåâûõ (ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî áåç ëåâûõ óðàâíèòåëåé,

f = f0 + . . .+ fix
i + . . ., g = g0 + . . .+ gix

i + . . . � íåðàâíûå ìíîãî-

÷ëåíû èç R. Ïðåäïîëîæèì, h ̸= 0, hj � ïåðâûé îòëè÷íûé îò íóëÿ

åãî êîýôôèöèåíò, fi, gi � ïåðâàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ

ìíîãî÷ëåíîâ f è g ñîîòâåòñòâåííî, è hf̃ = hg̃. Ñðàâíèâàÿ ìëàäøèå

êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ hf̃ è hg̃, ïîëó÷àåì hjφ
j(fi) = hjφ

j(gi).

Ïîñêîëüêó fi ̸= gi âëå÷åò φj(fi) ̸= φj(gi) â ñèëó èíúåêòèâíîñòè

φ, òî hj = 0. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî R � ïîëóêîëüöî áåç

ëåâûõ ñëàáûõ óðàâíèòåëåé. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ äîêàçûâàåòñÿ,

åñëè ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç S ðàññìîòðåòü êàê ïîäõîäÿùóþ ïàðó

ìíîãî÷ëåíîâ íóëåâîé ñòåïåíè.

2) Ïóñòü S � àääèòèâíî ñîêðàòèìîå ïîëóêîëüöî, ìíîãî÷ëåíû

h, f, g êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 1), è äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ

hf = hg. Ðàññìîòðèì ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ hf è hg ñòåïåíè j + i.

Èìååì

hjφ
j(fi) + . . . + hj+iφ

j+i(f0) = hjφ
j(gi) + . . . + hj+iφ

j+i(g0).

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f è

g è ïîëüçóÿñü àääèòèâíîé ñîêðàòèìîñòüþ, ïîëó÷àåì hjφ
j(fi) =

hjφ
j(gi), ïðîòèâîðå÷èå êàê è â ïóíêòå 1), ñëåäîâàòåëüíî, R � ïî-

ëóêîëüöî áåç ëåâûõ óðàâíèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîñòîðîííèõ ñëó÷àåâ ïðèíöèïèàëüíî íå îò-

ëè÷àåòñÿ îò ëåâîñòîðîííèõ. Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí h ñïðà-
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âà, ìû â îáîèõ ïóíêòàõ ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó fiφ
i(hj) = giφ

i(hj),

âñå îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

1) R = S[x, φ] � ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî;

2) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç ëåâûõ (ðàâíîñèëüíî, ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé è eql(f, g)∩BR

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì êîëüöà BR äëÿ ëþáûõ f, g ∈ R;

3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

êîëüöîì áåç ëåâûõ (ðàâíîñèëüíî, ïðàâûõ) ñëàáûõ óðàâíèòåëåé è

eql(f, g) ∩ BR ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì êîëüöà BR äëÿ ëþáûõ

f, g ∈ R;

4) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç ëåâûõ (ðàâíîñèëüíî, ïðàâûõ) óðàâíèòåëåé è eql(a, b)∩BS

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì êîëüöà BS äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S;

5) S � ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî.

Òîãäà 1) ⇔ 2), 3) ⇔ 4) ⇔ 5), 2) ⇒ 3). Åñëè S � àääèòèâíî ñîêðà-

òèìîå ïîëóêîëüöî (â ÷àñòíîñòè, êîëüöî), òî âñå ïÿòü óñëîâèé

ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇔ 2) è 4) ⇔ 5) äîêàçûâàþòñÿ ïðÿìûì ïðèìå-

íåíèåì ïðåäëîæåíèÿ 8.1, èìïëèêàöèÿ 2) ⇒ 3) î÷åâèäíà.

3) ⇔ 4). Ïóñòü êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé R/ρM � ïîëóêîëüöî

áåç ëåâûõ ñëàáûõ óðàâíèòåëåé. Ïî ïðåäëîæåíèþ 7.1 ýòî ðàâíîñèëü-

íî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM ïîëóêîëüöî êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ (S/αM)[x, φ̄] ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç ëåâûõ ñëàáûõ

óðàâíèòåëåé, à ýòî ðàâíîñèëüíî ïî ïðåäëîæåíèþ 8.2 óñëîâèþ, ÷òî
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êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S/αM ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì

áåç ëåâûõ óðàâíèòåëåé.

Ïîêàæåì ñåé÷àñ ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé ñ óðàâíèòåëÿìè. Åñ-

ëè a, b ∈ S, òî, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ìíîãî÷ëåíû èç R, ïîëó÷àåì

eql(a, b)∩BR = eBR äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BR, à ñ ó÷åòîì ïðåäëîæå-

íèÿ 4.4 eql(a, b) ∩ BS = eBS. Îáðàòíî, ïóñòü êàæäûé ïèðñîâñêèé

ñëîé S/αM � ïîëóêîëüöî áåç ëåâûõ óðàâíèòåëåé è eql(a, b)∩BS �

ãëàâíûé èäåàë â BS äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S. Ïóñòü f = a0+ . . .+ akx
k

è g = b0 + . . . + bkx
k, k = max(deg f, deg g), � ïðîèçâîëüíûå ìíî-

ãî÷ëåíû èç R. Ïî óñëîâèþ eql(ai, bi) ∩ BS = eiBS äëÿ ïîäõîäÿ-

ùèõ ei ∈ BS, i = 0 . . . , k. Ïîëîæèì e = e0 · . . . · ek. Î÷åâèäíî,
e ∈ eql(f, g) ∩ BS = eql(f, g) ∩ BR. Åñëè u ∈ eql(f, g) ∩ BR,

òî uai = ubi, ïîýòîìó u = eiu äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k. Ïîëó÷àåì

u = e0 · . . . · eku = eu, è eql(f, g) ∩BR = eBR.

Íàêîíåö, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.2 äëÿ àääèòèâíî ñîêðàòèìîãî

ïîëóêîëüöà S ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ 3) ⇒ 2).

Ïîõîæàÿ ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ

äëÿ ðèêêàðòîâûõ ïîëóêîëåö áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, φ(e) = e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) R = S[x, φ] � ðèêêàðòîâî ñëåâà èëè ñïðàâà ïîëóêîëüöî áåç

íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ;

2) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ è annl(f )∩BR ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì

êîëüöà BR äëÿ ëþáîãî f ∈ R;

3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ è annl(a)∩BS ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì

êîëüöà BS äëÿ ëþáîãî a ∈ S;
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4) S � ðèêêàðòîâî ñëåâà èëè ñïðàâà ïîëóêîëüöî áåç íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇔ 2). Èç [17, ïðåäëîæåíèÿ 4] óñëîâèå 1) ðàâ-

íîñèëüíî òîìó, ÷òî âñå ïèðñîâñêèå ñëîè R/ρM � ïîëóêîëüöà áåç

äåëèòåëåé íóëÿ è D(annl(f )∩BR) � îòêðûòî-çàìêíóòî â MaxBR.

Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî annl(f )∩BR ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëü-

öà BR, ïðè÷åì, ãëàâíûì ïî ëåììå 8.1.

2) ⇒ 3). Ïî ïðåäëîæåíèþ 7.1 (S/αM)[x, φ̄] ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ äëÿ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM . Î÷å-

âèäíî, ÷òî S/αM � ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ïî ïðåäëîæå-

íèþ 4.4BR = BS, ïîýòîìó annl(a)∩BS ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì

êîëüöà BS äëÿ ëþáîãî a ∈ S.

3) ⇒ 2). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëóêîëüöî êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ ñ èíúåêòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì íàä ïîëóêîëüöîì áåç

äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ïîýòî-

ìó êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé R/ρM ∼= (S/αM)[x, φ̄] � ïîëóêîëüöî

áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Óñëîâèå íà àííóëÿòîðû äîêàçûâàåòñÿ òàêæå,

êàê è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå îá óðàâíèòåëÿõ â òåîðåìå 8.1, ïî-

ñêîëüêó annl(a) = eql(a, 0).

3) ⇔ 4) ïî [17, ïðåäëîæåíèå 4].

Ëåììà 8.3. Ïóñòü S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî, â êî-

òîðîì êàæäûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò öåíòðàëåí, φ � òàêîé

èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, ÷òî φ(e) = e äëÿ ëþáî-

ãî e ∈ BS è φ(d) � îáðàòèìûé ýëåìåíò äëÿ ëþáîãî íåäåëèòåëÿ

íóëÿ d ∈ S. Òîãäà äëÿ êàæäîãî M ∈ MaxBS ýíäîìîðôèçì φ èí-

äóöèðóåò èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì φ̄ ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM ,

S/αM � φ̄-æåñòêîå ïîëóêîëüöî è φ̄(ā) îáðàòèì â S/αM äëÿ ëþ-

áîãî íåíóëåâîãî ā ∈ S/αM .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ S ïîëîæèì φ̄(ā) = φ(a)

� îáðàç ýëåìåíòà φ(a) ïðè åñòåñòâåííîì ýïèìîðôèçìå h : S →
S/αM . Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ̄ ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì

ñëîÿ S/αM . Åñëè a, b ∈ S, òî ïîëó÷àåì öåïî÷êó èìïëèêàöèé

φ̄(ā) = φ̄(b̄) ⇒ φ(a) = φ(b)

⇒ φ(a)e = φ(b)e äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS \M
⇒ φ(ae) = φ(be) ⇒ ae = be ⇒ ā = b̄,

ïîýòîìó φ̄ èíúåêòèâåí. Ïóñòü ā ∈ S/αM è ā ̸= 0̄. Ïî ëåììå 2.3

a = ed äëÿ íåêîòîðûõ e ∈ BS è íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S. Îáðàç

öåíòðàëüíîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà ïðè åñòåñòâåííîì ýïè-

ìîðôèçìå h � ëèáî íóëü, ëèáî åäèíèöà ñëîÿ S/αM , è ÿñíî, ÷òî

â íàøåì ñëó÷àå h(e) = 1̄. Ïîýòîìó ā = h(a) = h(ed) = d̄. Ïî óñëî-

âèþ φ(d) îáðàòèì â S, ïîýòîìó φ(d) = φ̄(d̄) îáðàòèì â ñëîå S/αM .

Ñëåäîâàòåëüíî, φ̄(ā) = φ̄(d̄) îáðàòèì â S/αM . Íàêîíåö, ïîêàæåì,

÷òî ýíäîìîðôèçì φ̄æåñòêèé. Ïóñòü āφ̄(ā) = 0̄, è a = ed äëÿ e ∈ BS

è íåäåëèòåëÿ íóëÿ d ∈ S. Åñëè ē = 0̄, òî ā = 0̄, è âñå äîêàçàíî.

Åñëè ē = 1̄, òî d̄φ̄(d̄) = 0̄, îòêóäà d̄ = 0̄, ā = 0̄, è S/αM � φ̄-æåñòêîå

ïîëóêîëüöî.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î õàðàêòåðèçàöèè

ðèêêàðòîâà ñëåâà ëåâîãî ïîëóêîëüöà Áåçó (òåîðåìà 6.3). Äîïîëíèì

ýòó òåîðåìó óòâåðæäåíèåì î ñòðóêòóðå ïèðñîâñêèõ ñëîåâ òàêîãî

ïîëóêîëüöà.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S, âñå ëåâûå àííóëÿòîðû ïîëóêîëüöà S ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè,

R = S[x, φ]. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

1) R � ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è êàæäûé

êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ëåâûé m-èäåàë èç R ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì;
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2) S � ðèêêàðòîâî ñëåâà ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, φ � æåñòêèé

ýíäîìîðôèçì, ýëåìåíò φ(d) îáðàòèì â S äëÿ ëþáîãî íåäåëèòåëÿ

íóëÿ d ∈ S;

3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM ÿâëÿåòñÿ φ̄-æåñòêèì ëå-

âûì ïîëóêîëüöîì Áåçó áåç äåëèòåëåé íóëÿ, äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî

ā ∈ S/αM ýëåìåíò φ̄(ā) îáðàòèì â S/αM è äëÿ ëþáîãî b ∈ S

annl(b) ∩BS � ãëàâíûé èäåàë â BS.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇔ 2). Äîêàçàíî â òåîðåìå 6.3.

2) ⇔ 3). Ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó â òî÷-

íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

ïîëóêîëüöîì Áåçó [16, òåîðåìà 5]. Ïîëóêîëüöî S ðèêêàðòîâî ñëå-

âà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ÿâëÿåòñÿ

ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ è äëÿ ëþáîãî b ∈ S annl(b) ∩ BS

� ãëàâíûé èäåàë â BS [17, ïðåäë. 4]. Åñëè âûïîëíåí ïóíêò 2),

òî ïðîèçâîëüíûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM ÿâëÿåòñÿ φ̄-æåñòêèì ïî

ëåììå 8.3. Åñëè âûïîëíåí ïóíêò 3) è aφ(a) = 0, òî āφ̄(ā) = 0̄ â

êàæäîì ïèðñîâñêîì ñëîå. Òîãäà ïîëó÷àåì ā = 0̄ â êàæäîì ïèðñîâ-

ñêîì ñëîå. Â ñèëó èçîìîðôíîñòè ïèðñîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà îòñþäà ñëåäóåò a = 0, è S � φ-æåñòêîå

ïîëóêîëüöî.

9. Õàðàêòåðèçàöèÿ êâàçèáýðîâñêèõ ïîëóêîëåö

Â ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî, íàõîäÿòñÿ

åãî õàðàêòåðèçàöèè è õàðàêòåðèçàöèè ïîëóêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä

íèì.
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Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïîëóêîëüöî S íàçîâåì êâàçèáýðîâñêèì, åñëè

äëÿ ëþáîãî èäåàëà A èç S annl(A) = Se äëÿ íåêîòîðîãî äîïîëíÿå-

ìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S.

Êâàçèáýðîâñêèå êîëüöà áûëè îïðåäåëåíû â [33].

Ëåììà 9.1. Äëÿ ïîëóêîëüöà S ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

1) S � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî;

2) äëÿ ëþáîãî ëåâîãî èäåàëà L annl(L) = Se äëÿ íåêîòîðîãî äî-

ïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S;

3) äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî èäåàëà R annr(R) = eS äëÿ íåêîòîðîãî

äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S;

4) äëÿ ëþáîãî èäåàëà A annr(A) = eS äëÿ íåêîòîðîãî äîïîëíÿå-

ìîãî èäåìïîòåíòà e ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ïóñòü L � ëåâûé èäåàë â S, òîãäà LS

� èäåàë, è òîãäà annl(L) = annl(LS) = Se.

Èìïëèêàöèÿ 2) ⇒ 1) î÷åâèäíà.

Òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ 3) ⇔ 4).

1) ⇒ 3). Ïóñòü R � ïðàâûé èäåàë, òîãäà annr(R)� èäåàë, ïîýòî-

ìó annl(annr(R)) = Se äëÿ íåêîòîðîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà

e ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî,

annr(R) = annr(annl(annr(R))) = annr(Se) = e⊥S.

Èìïëèêàöèÿ 4) ⇒ 2) äîêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî ïðåäûäóùåé

èìïëèêàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 9.1. Ïóñòü S � φ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî. Ðàâíî-

ñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

1) S � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî;

2) S[x, φ] � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ïóñòü S � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî,

φ � æåñòêèé ýíäîìîðôèçì. Ïóñòü A � èäåàë èç R = S[x, φ]. Ðàñ-

ñìîòðèì ëåâûé èäåàë C âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ èç A.

Ïî ëåììå 9.1 annl,S(C) = Se äëÿ íåêîòîðîãî äîïîëíÿåìîãî èäåì-

ïîòåíòà e ∈ S. Ïóñòü f ∈ annl,R(A), f = f0 + . . . + fkx
k, è ïóñòü

c � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç C. Òîãäà c ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåí-

òîì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g = g0 + . . . + gnx
n ∈ A. Ïîêàæåì, ÷òî

figj = 0 äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f, g. Èç f0g0 = 0 è

f0g1 + f1φ(g0) = 0 ïîëó÷àåì f0g1φ(f0g1) + f1φ(g0)φ(f0)φ(g1) = 0. Â

ñèëó æåñòêîñòè φ óñëîâèå ab = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ φi(a)φj(b) =

φj(b)φi(a) = 0 äëÿ ëþáûõ öåëûõ i, j ≥ 0 [13, ëåììà 3], ïîýòîìó

φ(g0)φ(f0) = 0, îòêóäà f0g1φ(f0g1) = 0 è f0g1 = 0. Ïóñòü f0gj = 0

äëÿ âñåõ j < r. Èìååì f0gr + f1φ(gr−1) + . . . + frφ
r(g0) = 0. Ðàñ-

ñóæäàÿ êàê è âûøå, çàìå÷àåì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå, íà÷èíàÿ ñî

âòîðîãî, îáíóëÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà íà φ(f0gr). Ñëåäîâà-

òåëüíî, f0gr = 0, è ïî èíäóêöèè f0gj = 0 äëÿ ëþáîãî êîýôôèöèåíòà

ìíîãî÷ëåíà g. Âíîâü èíäóêöèåé ïîëó÷àåì, ÷òî figj = 0 äëÿ âñåõ êî-

ýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f, g. Òîãäà êàæäûé êîýôôèöèåíò ìíî-

ãî÷ëåíà f îáíóëÿåò ïðè óìíîæåíèè ñëåâà ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé

ýëåìåíò c ∈ C, ïîýòîìó fi ∈ annl,S(C), ÷òî äàåò íàì fi = fie. Äà-

ëåå, fie
⊥ = 0 âëå÷åò fiφ

i(e⊥) = 0. Îòñþäà fe⊥ = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

fe = f , è annl,R(A) ⊆ Re.Äëÿ ëþáîãî h ∈ R î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ

he ∈ annl,R(A). Òàêèì îáðàçîì, R � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî.

2) ⇒ 1). Ïóñòü R � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî è A � èäåàë

ïîëóêîëüöà S. Ðàññìîòðèì ïðàâûé èäåàë B = A[x, φ] ïîëóêîëü-

öà R. Ïî óñëîâèþ annr,R(B) = eR äëÿ íåêîòîðîãî äîïîëíÿåìîãî

èäåìïîòåíòà e ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e = e0+ . . .+ enx
n, ïðè÷åì,

n > 0, en ̸= 0. Òîãäà enφ
n(en) = 0, îòêóäà ñëåäóåò en = 0, ïðîòè-

âîðå÷èå. Çíà÷èò, e ∈ S, è ïî ëåììå 2.2 e ∈ BS. Â ñèëó ïóíêòà 3)
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ëåììû 2.2 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå eS ⊆ annr,S(A). Ïóñòü Ad = 0

äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ S. Åñëè f = f0 + . . . + fkx
k ∈ B, òî äëÿ ëþ-

áîãî i èìååì fid = 0, ñëåäîâàòåëüíî, fiφ
i(d) = 0 ïî [13, ëåììà

1], ïîýòîìó fd = 0. Ïîëó÷àåì d = eh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ R,

îòêóäà ed = e2h = d. Äîêàçàëè îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ïîýòîìó

annr,S(A) = eS. Ïî ëåììå 9.1 S � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî.

Íàïîìíèì [19, ãë. V, § 4], ÷òî èäåàë áóëåâîé àëãåáðû íàçûâà-

åòñÿ ïîëíûì, åñëè îí ñîäåðæèò òî÷íûå âåðõíèå ãðàíè âñåõ ñâîèõ

ïîäìíîæåñòâ. Ïîëíûé èäåàë áóëåâîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ áèðåãóëÿðíûì, åñëè

êàæäûé ãëàâíûé èäåàë ïîðîæäàåòñÿ öåíòðàëüíûì äîïîëíÿåìûì

èäåìïîòåíòîì.

Ïðåäëîæåíèå 9.2. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíîå â íóëå ïîëó-

êîëüöî. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

1) S � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî è äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî

èäåàëà A èç S annl(A) ̸= 0;

2) S � áèðåãóëÿðíîå ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ

è ëþáîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë M áóëåâîé àëãåáðû BS ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì;

3) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αM , M ∈ MaxBS, � ïðîñòîå

ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ è M � ïîëíûé èäåàë â BS.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 3). Ïóñòü (P (S),MaxBS) � ïèðñîâñêèé

ïó÷îê ïîëóêîëüöà S. Ïó÷îê P (S) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì (òåðìè-

íîëîãèþ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î êîìïàêòíûõ ïó÷êàõ ïîëóêîëåö

ñì. â [27, � 4.1]). Ïóñòü AM � ïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë

ïèðñîâñêîãî ñëîÿ S/αM . Ïîëíûé ïðîîáðàç h−1
M (AM), ãäå hM : S →

S/αM � êàíîíè÷åñêèé ýïèìîðôèçì, åñòü ìàêñèìàëüíûé èäåàë A
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ïîëóêîëüöà S [27, ïðåäëîæåíèå 4.1.6]. Ïî óñëîâèþ annl(A) = Se

äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà, à ïîñêîëü-

êó S êîììóòàòèâíî â íóëå, òî e ∈ BS. ßñíî, ÷òî e ̸∈ A, ïîýòîìó

ê(M) = 1̂(M). Èç ê(M)AM = 0̂(M) ïîëó÷àåì, ÷òî AM � íóëåâîé

èäåàë ñëîÿ S/αM , ïîýòîìó ïðîèçâîëüíûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëó-

êîëüöà S � ïðîñòîå ïîëóêîëüöî. Ïðåäïîëîæèì ñåé÷àñ, ÷òî ïèðñîâ-

ñêèé ñëîé S/αM ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ: b̂(M)â(M) = 0̂(M) äëÿ

íåíóëåâûõ b̂(M), â(M). Òîãäà baf = 0 äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ BS \M.

Çàìåòèì, ÷òî f̂ (M) = 1̂(M), ïîýòîìó f̂ (M)b̂(M) ̸= 0̂(M) è fb ̸= 0.

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè â íóëå fb ∈ annl(Sa) = Se äëÿ íåêîòîðîãî

íåíóëåâîãî e ∈ BS, ñëåäîâàòåëüíî, fb = se. Åñëè ê(M) = 0̂(M), òî

b̂(M) = f̂ (M)b̂(M) = 0̂(M), ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó ê(M) = 1̂(M).

Èç ea = 0 ïîëó÷àåì 0̂(M) = ê(M)â(M) = 1̂(M)â(M) = â(M), ïðî-

òèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S �

ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ïóñòü M ∈ MaxBS. Ðàññìîòðèì

ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà {ei} � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

èç M . Òîãäà annl(SM) = Se äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ BS. Â ñèëó ïðî-

ñòîòû èäåàëà M ëèáî e ∈ M , ëèáî e⊥ ∈ M. Íî â ïåðâîì ñëó÷àå

e = ee = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó e⊥ ∈ M , è ñòàíäàðòíî ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî e⊥ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà {ei}.
Ïóñòü ñåé÷àñ {ej} � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ èç

M , è A � èäåàë â S, ïîðîæäàåìûé ìíîæåñòâîì {ej}. Ïîëó÷àåì
annl(A) = Sf äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ BS, îòêóäà A ⊆ Sf⊥, è f⊥ �

âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà {ej}. Ïóñòü g ∈ BS è g � âåðõíÿÿ ãðàíü

ìíîæåñòâà {ej}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ïîëó÷àåì g⊥ej ≤ g⊥g = 0,

îòêóäà g⊥ ∈ annl(A) = Sf è g⊥ = sf äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ S. Äà-

ëåå, g⊥f = sf 2 = g⊥, ïîòîìó g⊥ ≤ f , îòêóäà f⊥ ≤ g. Ïîêàçàëè,

÷òî f⊥ � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà {ej}. Êðîìå òîãî, èç
f⊥ ≤ e⊥ ïîëó÷àåì f⊥ ∈ M , ñëåäîâàòåëüíî, M � ïîëíûé èäåàë
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áóëåâîé àëãåáðû BS.

3) ⇒ 2). Ñëåäóåò èç [17, òåîðåìà 3].

2) ⇒ 1). Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíûé èäåàë áèðåãóëÿðíîãî ïîëó-

êîëüöà S. Â áèðåãóëÿðíîì ïîëóêîëüöå êàæäûé èäåàë ïîðîæäàåò-

ñÿ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåí-

òîâ [27, ïðåäëîæåíèå 3.2.10]. Ïóñòü K = {ei} ⊆ BS � ìíîæåñòâî

âñåõ öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ, ëåæàùèõ âA. Íåïî-

ñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîK ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì áóëåâîé àëãåáðû

BS. Ïîñêîëüêó K åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ èç

BS, ñîäåðæàùèõ K, è êàæäûé èç íèõ ïîëîí, òî K ñîäåðæèò öåí-

òðàëüíûé äîïîëíÿåìûé èäåìïîòåíò e = sup{ei}. ßñíî, ÷òî A = Se,

è ïîýòîìó annl(A) = Se⊥. Ïîêàçàëè, ÷òî S � êâàçèáýðîâñêîå ïî-

ëóêîëüöî. Åñëè äîïîëíèòåëüíî A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â S, òî

e ̸= 1 è annl(A) = Se⊥ äëÿ íåíóëåâîãî äîïîëíÿåìîãî èäåìïîòåíòà

e⊥.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü S � φ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî è M � ïîë-

íûé èäåàë äëÿ ëþáîãî M ∈ MaxBS. Òîãäà ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R = S[x, φ] � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî è äëÿ ëþáîãî ìàê-

ñèìàëüíîãî èäåàëà A èç S annl(A) ̸= 0;

2) S � êâàçèáýðîâñêîå ïîëóêîëüöî è äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî

èäåàëà A èç S annl(A) ̸= 0;

3) S � áèðåãóëÿðíîå ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåí-

òîâ;

4) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.2 φ-æåñòêîå ïîëóêîëüöî ÿâëÿåòñÿ

êîììóòàòèâíûì â íóëå.

1) ⇔ 2) ïî ïðåäëîæåíèþ 9.1.

2) ⇔ 3) ⇔ 4) ïî ïðåäëîæåíèþ 9.2.
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10. Ïèðñîâñêèå ñëîè í¼òåðîâûõ ïîëóêîëåö

Â äàííîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ïèðñîâñêèå ñëîè í¼òåðîâà

ñëåâà ïîëóêîëüöà. Ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëóêîëüöà S ÷åðåç

ñâîéñòâà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ýòîãî ïîëóêîëüöà, à òàêæå ÷åðåç ñâîé-

ñòâà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôè-

öèåíòàìè èç S.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïèðñîâñêèå ñëîè í¼òåðîâà ñëåâà ïîëóêîëü-

öà ÿâëÿþòñÿ í¼òåðîâûìè ñëåâà. Îáðàòíîå íå âåðíî.

Ïðèìåð 10.1. Ðàññìîòðèì áóëåàí áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Â

çàâèñèìîñòè îò çàäàíèÿ àääèòèâíîé îïåðàöèè åãî ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü ëèáî êàê áóëåâó ðåøåòêó, ëèáî êàê áóëåâî êîëüöî. Â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ ïèðñîâñêèå ñëîè áóäóò ñîñòîÿòü èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó

ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ èç ýòîãî ïîëóêîëüöà îáðà-

çóåò èäåàë, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, òî ïîëó÷àåì,

÷òî í¼òåðîâîñòü (è äàæå êîíå÷íîñòü) ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëü-

öà S íå âëå÷åò í¼òåðîâîñòè S.

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ïîëóêîëüöî S í¼òåðîâî ñëåâà (ñïðàâà) â

òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà âñå ïèðñîâñêèå ñëîè ïîëóêîëüöà S í¼òå-

ðîâû ñëåâà (ñïðàâà) è S � ïîëóêîëüöî ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì

öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü BS � áåñêîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà öåí-

òðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ. Èçâåñòíî, ñì., íàïðè-

ìåð, [19, �4, ñ. 238], ÷òî óñëîâèå îáðûâà âîçðàñòàþùèõ öåïåé â áóëå-

âîé àëãåáðå âëå÷åò åå êîíå÷íîñòü. Ïîýòîìó â BS ñóùåñòâóåò áåñêî-

íå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïü e1 < e2 < . . ., è òîãäà e1S ⊂ e2S ⊂ . . .

� áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïü èäåàëîâ â ïîëóêîëüöå S. Ïî-

êàçàëè, ÷òî í¼òåðîâîñòü S âëå÷åò êîíå÷íîñòü BS. Î÷åâèäíî, ÷òî

ôàêòîðïîëóêîëüöî í¼òåðîâîãî ïîëóêîëüöà í¼òåðîâî.
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Îáðàòíî, ïóñòü ìíîæåñòâî BS êîíå÷íî, MaxBS =

{M1, . . . ,Mk} è êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé S/αi, i = 1, . . . , k,

� í¼òåðîâî ñëåâà ïîëóêîëüöî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíûé ëåâûé

èäåàë ïîëóêîëüöà S. Îáðàç A ïðè åñòåñòâåííîì ýïèìîðôèç-

ìå íà ñëîé S/αi ÿâëÿåòñÿ ëåâûì èäåàëîì Ai ñ îáðàçóþùèìè

âi1(Mi), . . . , âin(Mi) äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ aij ∈ S. Äëÿ óäîá-

ñòâà çàïèñè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìû îáðàçóþùèõ âij(Mi) ëåâûõ

èäåàëîâ Ai ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, íåçàâèñèìî

îò ñëîÿ S/αi; ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, äîáàâèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè â

ñèñòåìû îáðàçóþùèõ íóëåâûå ýëåìåíòû. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

T = {aij : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n} ïîðîæäàåò ëåâûé èäåàë A.

Ïóñòü a ∈ A. Òîãäà â(Mi) = (ŝi1âi1 + . . .+ ŝinâin)(Mi) = âi(Mi). Ïî

ñâîéñòâàì ïó÷êîâ ñå÷åíèÿ â è âi ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé îòêðûòîé

îêðåñòíîñòè Ui òî÷êè Mi. Íóëüìåðíîñòü áàçèñíîãî ïðîñòðàíñòâà

MaxBS ïîçâîëÿåò âûáðàòü îêðåñòíîñòè îòêðûòî-çàìêíóòûìè,

à êîíå÷íîñòü � ñ÷èòàòü èõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ. Èòàê,

ïóñòü èìååòñÿ ðàçáèåíèå MaxBS íà V1, . . . , Vm è ñîîòâåòñòâóþùåå

èì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ: Ta = {a′11, . . . , a′1n, . . . , a′m1, . . . , a
′
mn} ⊆ T.

Ïóñòü

χi =

{
1̂ íà Vi

0̂ íà MaxBS \ Vi

� õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñå÷åíèå îòêðûòî-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Vi,

è ïóñòü ti ∈ S � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ t̂i è χi

ñîâïàäàþò. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå

â ñîâïàäàåò ñ ãëîáàëüíûì ñå÷åíèåì ýëåìåíòà
∑m

i=1

∑n
j=1 tis

′
ija

′
ij.

Ïèðñîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà èçîìîðô-

íî [27, òåîðåìà 4.2.13], ïîýòîìó a =
∑m

i=1

∑n
j=1 tis

′
ija

′
ij. Ïîëó÷è-

ëè, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäñòàâèòåëåé

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà T , ïîýòîìó ïîëóêîëüöî S � í¼òåðîâî ñëåâà.
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Ñëó÷àé ïðàâîé í¼òåðîâîñòè äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü φ � àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, φ(e) =

e äëÿ ëþáîãî e ∈ BS, ìíîæåñòâî BS êîíå÷íî. Òîãäà ïîëóêîëüöî S

í¼òåðîâî ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé ïèðñîâ-

ñêèé ñëîé ïîëóêîëüöà R = S[x, φ] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà

âîçðàñòàþùèõ öåïåé ëåâûõ (ïðàâûõ) m-èäåàëîâ è ìíîæåñòâî öåí-

òðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ êàæäîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ

ïîëóêîëüöà R êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëåâîñòîðîííèé ñëó÷àé, äëÿ ïðàâûõ

èäåàëîâ ðàññóæäåíèÿ íå èçìåíÿòñÿ.

Â êëàññå ïîëóêîëåö ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè öåíòðàëüíûõ äî-

ïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ëåâàÿ í¼òåðîâîñòü ïîëóêîëüöà S ðàâíî-

ñèëüíà ëåâîé í¼òåðîâîñòè âñåõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ S/αM ïî ïðåäëî-

æåíèþ 10.1.

Äàëåå, ïîëóêîëüöî S/αM í¼òåðîâî ñëåâà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ïîëóêîëüöî (S/αM)[x, φ̄] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðû-

âà âîçðàñòàþùèõ öåïåé ëåâûõ m-èäåàëîâ ïî òåîðåìå 3.1, à ïî

ïðåäëîæåíèþ 7.1, ïóíêòû 2) è 3), ýòîìó æå óñëîâèþ óäîâëåòâî-

ðÿåò è ñîîòâåòñòâóþùèé ïèðñîâñêèé ñëîé R/ρM . Èç í¼òåðîâîñòè

ïîëóêîëüöà S/αM ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà B(S/αM), è òî-

ãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 4.4, ïóíêòû 2) è 3) � êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà

B((S/αM)[x, φ̄]). Ïî ïðåäëîæåíèþ 7.1, ïóíêò 3) ïîëó÷àåì, ÷òî ìíî-

æåñòâî öåíòðàëüíûõ äîïîëíÿåìûõ èäåìïîòåíòîâ ñëîÿ R/ρM òàêæå

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Âåðíî è îáðàòíîå, êîíå÷íîñòü B(R/ρM) âëå÷åò

êîíå÷íîñòü B(S/αM [x, φ̄]), à ýòî � êîíå÷íîñòü B(S/αM).



Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûìè â äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1) Îïèñàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â íåêîòîðûõ âèäàõ ïîëóêî-

ëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ãëàâíûõ ëåâûõ m-èäåàëîâ, ïîðîæäàåìûõ

íåîäíî÷ëåíîì (òåîðåìà 2.1).

2) Ñ ïîìîùüþ m-èäåàëîâ îáîáùåíû êîëüöåâûå òåîðåìû èëè ïî-

ëó÷åíû èõ àíàëîãè äëÿ ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

i) àíàëîã òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå (òåîðåìà 3.1);

ii) òåîðåìà î ïîëóêîëüöå êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ðèêêàðòî-

âûì ñëåâà ëåâûì ïîëóêîëüöîì Áåçó ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè

(òåîðåìà 6.3).

3) Ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ñëåäóþùèõ òèïîâ ïîëóêîëåö êî-

ñûõ ìíîãî÷ëåíîâ: áåç äåëèòåëåé íóëÿ; êîììóòàòèâíûõ ïîëóêîëåö;

áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ è ðèêêàðòîâûõ ïîëóêîëåö áåç íèëü-

ïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ (ïðåäëîæåíèÿ 5.1 � 5.4).

4) Âûäåëåíû ñëåäóþùèå ïîëóêîëüöà (è ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ), äîïóñêàþùèå õàðàêòåðèçàöèè â òåðìèíàõ èõ ïèðñîâ-

ñêèõ ñëîåâ:

i) ëåâîå ïîëóêîëüöî Áåçó, àáåëåâî, ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíò-

íûõ ýëåìåíòîâ, çàìåíÿåìîå ñïðàâà, ñòðîãî ðåãóëÿðíîå (ïðåäëîæå-

íèå 7.2);
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ii) ñòðîãî ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ (òåîðåìà

8.1) è ðèêêàðòîâî ñëåâà èëè ñïðàâà ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ

áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ (òåîðåìà 8.2);

iii) êâàçèáýðîâñêèå ïîëóêîëüöà (ïðåäëîæåíèÿ 9.1 è 9.2) è ïîëó-

êîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä íèì (òåîðåìà 9.1).

5) Îïèñàíû ïèðñîâñêèå ñëîè í¼òåðîâà ïîëóêîëüöà (ïðåäëîæå-

íèå 10.1), âûÿâëåíà ñòðóêòóðà ïèðñîâñêèõ ñëîåâ ïîëóêîëüöà êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ íàä í¼òåðîâûì ïîëóêîëüöîì (òåîðåìà 10.1).
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